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, اگ وکسی باشد که‌ریاضیات را. دانشی دست‌نیافتتی وبا ملال 
آور بداند. باخواندن کتاب د«بازی با بینهایت» تمامی پردة 
: پندار ناددستش فرو می‌ریزد 3 همانطور که صفحه‌های کتاب 
راپشت درم ی گذاری. گام به گام به‌ساختمان پرشکوه وزیبای 
: ویاضیات نزديك می‌شود» لذت دست یافتن به ناشناخته‌ها را 
. احساس م یی کند ومی‌پذیرد ۲هریاضیات» ضمن‌اینکه قرمانروای 
: مطلق همه دانشهاست» هنری بزر كت هم به شمار می‌رود. 
«بازی بابینهایت»درعین حال » برای آنهایی هم که 
. ریاضیات را دوست دارند وباآن زندگی می‌کنندء پرفایده 
. است وچیزها می‌آموزد و به‌ویژه. برای دییران دیاضی که 
در حستجوی راههای تازه وساده‌ای برای قانع کردن دانش 
۲ آموزان هستند کتابی نمونه به‌شمار می‌رود. 

بازی‌با بینهایت ازساده‌ترین‌‌فهوم ریاضی, بعنی‌شمار. 
آغاز ميی‌کند ؛ از همه راههای پرپیچ وخمی که با دست 
پیشینیان ما گشوده شده‌است می‌گذدد وخود را به‌قلفد انش 
امروزی بشر میز سا نده جایی که‌دیگر ادامآن شناختلانیست 
و بزرگترین ریاضیدانان امروز با دشواریهای آن دست و 
پنجه نرم می‌کنند. 


روزا پتر 


بازی با بینهابت 


ترجمة پرویز شهریادری 


در اي نکتاب 


ازمقدمةٌ نویسنده درصفحه۹ 

ورود بمطلب در صفح۱۱ 

٩‏ شاگرد جادو گر 

بازی باانگشتان از صفحة ۱۸ تاصفحا ۲۵ 
جمع (4)۲۱ ضرب (۲۱)؛ توان (۲۱)» 

۲ «منحن‌های حرارآی» - عملهای حسابی ازصنحه ۱۶ تاصفح؛ ۳۶ 
حجم مکعب (۲۶) + نمایش نموداری تابع (۳۰) ۶ 

۴ شکستن دنبالة تامتناهی شددها از صفحة ۳۶ نا صفحثم۴۸ 
دستگاهبای شار (۳۶) ؛ قانونبای پخش پذیری (۴۳)؛ 

۴ شاگرد حاد گر از صفحة ۴۸ تا صفحا ۶۷ 
تصاعد حسابی (۵۱)؛ ساحت مستطیل ومساحت مثلاث (۵۷)؛ 

۵. دک رکونیهایی درزه‌ینة اصلی از صفحه ۶۲تا صفحه ۸۳ 
قعلرهای چناضلمیمای‌محدب (۶۲)؛ تر کییبای دوعضوی (۶۷)؛ دستورها 

(۶۸) + هندسة بدون اندازه گیری (۷۰) 4 مکان شناسی (توپولوژی) (۷۰) ؛ 

تساری وتشابه (۷۵) ؛ چندوجمیمای منتفلم (۸۰)؛ 


۶ همة امکانها را بیازماييم ازصفحذ ۸۳ تا صفحدع۰۴ ۱ 
تر کیپ (۸۳)؛ استقراء کامل (۷٩)؛‏ مربع مجموع دوعدد (۱۰۱)؛ 
۷ دنک آمیزی رشتة عددهای طبیعی ازصنحه ۱۰۴ تاصفحد۱ ۱۲ 


در آين کتاب ۷ 


تجزیه به عاملهای اول (۱۰۷) ؛ منزلگاهبای عددهای اول )۱۵٩(‏ 4 
قضیهٌ مربوط په منزلگاهبای عددهای ارل (۱۱۵)؛ 
۸ عددی پیش خود فکر کنید ازصفحة ۱۲۱تاصفح۱۳۹۵ 
معادله(۱ ۱۲) ؛قابل حل نبودن معادلك در جلپنجم(۱۳۷)؛ نظریگالوا(4)۱۳۸ 
۲ قالب سازنده 


4 عدد راه فرار می‌خواهد ازصفح؟ه ۱۳۲ صفحه ۱۶۰ 
عددهای منفی (۱۴۲)؛ پردارها (۱۵۰)؛ اصل پیرستگی (٩۱۵)؛‏ 
۰ غلظت نامحدود ارصفح؟ة ۰ع۶ تاصفع؟ه ۱۱۶۸۷ 


عمل پاکسرها (۱۶۰) ؛ همه چا» مجموعة فشرده (۰ ۱۷): قوت مجموعة 
عددهای گریا (۵ ۱۷)؛ 


۱ دوباده؛ بینهایت زا تسخیر م یکنیم ازصفحه ۱۷۸ تاصفحه۹ ۱۹ 
تبدیل کسرهای متعارفی به کسرهای دهدهی و برعکس (۱۷۸) ۶ رشته‌های 
بینبایت (۱۸۷)؟ 

۲خط عددی پرمی‌شود از صفحه ۱۹۹ تا صفحة ۲۲۲ 

عددها ی گنگ (۲۰۰)؛ قضی؛ٌفیشاغورث ٩)۲۱۲(‏ قوت‌مجموععددهای‌حقیقی 

4)۲۱۵( 


۳ «منحنیهای‌حر ار تی»هموار می‌شوند ازصنحه ۲۳ ۲ تاصفحذ ۲۴۵ 
جدولبای لگارتیم (۴ ۲۲) + گسترش مفبوم قوان (۲۲۶) ؛ متحنیبای 
صان وهموار (۲۳۵) مذلولی (۲۳۸)؛ تقسیم برصفر (4)۲۴۲ 

۴تنها يلك رباضیات وحوددارد ازصفحة ۲۴۵ تاصفحة ۲۷۶ 
مفبوم کلی تابع (۲۴۵)+ هندسة تحلیلی (۲۵۰)) 
ضمیه‌ای در بارخ موجها وسایه‌ها 
تابمای مثلماتی (۲۶۸)؛ تقریب تابسهای دوره‌ای (۲۷۲)؛ هندساتصویری 
(۲۷۴): 

۵ سر اء«هایکه» از صنحة ۲۷۶ تا صفحه ۳۰۳ 

خطراست دربینهایت(۲۷۷)؛ عددهای‌مختاط (۲۸۱)؛رابطة بین‌بابعهای‌مشلثانی 

وئابع نمائی (۲۸۴)؛ قضیهٌ اصلی جبر (۲۹۱) ؛ بسط تابسم به رشته توانی 

)۲۹۵( 

۶ .دازهای هنر ازصفحة ۳۰۳ تا صفح ۳۲۷ 
امتداد مماس (۳۰۴)؛مشتق (۳۰۹) ماکزیمم ومی‌نیمم (۳۲۱)) 


۸ بازی با بینها بت 


۷ بشه چو پرشد. بزندپیل دا ازه‌فحذ ۳۲۸ تا صفحء ۳۵ 
انعگر البای معین وناسین(۳۲۸)؛ پیدا کردن‌ساحت (4)۳۴۱ 


۳. عقل خانص از خود انتقادمی‌کند 

۸ همه‌چیز درد نیای ریاضیات‌ممکن است ازصنحدة۷۵۲تاصفحد ۳۷۵ 
تربیع‌دایره (۴۵۲)؛ دستگاه اصلمهای اقلیدس(۱ ۳۶)؛ هندستهذلولی(۲۶۴) 4 
هندسه‌های مختلت (۳۷۰): 

ضمیمه‌ای‌در بارة بعدچهارم 

بنابه لرژه درمی‌آید ازصفحة ۳۷۵ تا صفح۳۹۱۹ 


نظریه گروهبا ۰)۳۷۶ نظریه مجموعه‌ها (۰)۳۷۸ پارادو کسها(۳۸۴) 
شبردوالبام (۳۸۹)؛ 

۰ قالب آزاد می‌شود ازصفحه ۳۹۱ تا صفحه ۴۰۸ 
منطق صوری (۲۹۲)؛ 

۱ دربرابر دیوان داوری فوق ریاضیات ‏ ازصفح؟ ۴۰۸تاصفحة ۴۲۵ 
نظربه اثیات (۴۰۸)؛ فوق دیاضیات (۴۱۱) ؛ اثبات بی‌تناقضی حساب 
(۴۱۳)؛ فرضیة متصله (۰ ۴۲)+ 

ضمیمه‌ای در بارة بر گشت به نامتناهی 
اصل موضوعی کردن آنالیز (4)۴۲۳ 

۲ .آنچه که از ریاضیات برنمی‌آید از صفحة ۴۲۵ تاصفحة ۴۴۰ 
مسأله‌هایی که قابل حل نیستند (۴۳۹)؛ 


ازمقدمة نویسنده 

من این کتاب را بیشتر برای آن گروه از صاحبان فرهنگگ 
نوشته‌ام که‌ریاضیات» کار اختصاص یآنهانیست» مثل‌نویسندگان» 
هترمندان و کمانی که با علوم انسانی‌سر و کار دارند . اينهاء 
دروازة زیبایبها را به روی من کشوده‌اند»ومن به‌پاس آن»می- 
خواهم درهای ریاضیات رابه‌روی آنها بازکنم . من‌می‌خواهم 
بهآنهانشان دهم بر خلاف آنچه که آنها می‌گویند ومی‌اندیشند» 
ما با دیگران تناوتی نداریم , من ریاضیات را دوست دارم؛ له 
تنها به این خاطر که پایهٌ صنعت ما بر آن گذاشته شده‌است,» بلکه 
ضمناً به اين خاطر که بسیار زیباست؛ به اين شاطر » که اگر 
آدمی بخواهد» می‌تو اند عشق به بازی را در آن بیابد» به‌این 
خاطر که درمحتوی‌ریاضیات» چنان بازیهای سحر کونه‌ای‌وجود 
دارد که آدمی می‌تو اند به‌یاری آنهاء حتی به«نامتناهی»دست 
یاید. ریاضیات »آ گاهیهای روشتی دربار بینهایت به‌مامی‌دهد 
و دربارٌ چیزهایی گنتگو می‌کندکه به دشواری می‌توان » به 
اندیشه‌آورد. ریاضیات» در عبن حال» به‌طور شکفت‌انگیزی » 
انسانی است و کمتر از هرجای دیگری» ضرب‌المثل «دودوتاء 
چهارتاست» درمورد آن صدق می‌کند: زیاضیات» همیشه‌وهمه 
جا بلند گوی این شعاراست که فعالیت وامتعداد آدمی» پایان 
تاپذیر است. 

قابل فهم بودن کتاب؛ به معنای سطحی‌بودن آن‌نیست 
من تلاش کرده‌ام » مقهومها را باروشنی کامل بیان کنم. من 
اطمینان دارم که طرح مفهومها به اين ترتیب » حتی برای 
ریاضیدانان» وبدون‌تردید بر ای دبیر ان» بیفایده‌نباشد. من‌تلاش 


۱۰ بازی با بینهایت 


کرده‌ام که‌تنهابه آنچه که خیلی خسته کننده‌نباشد وبه‌موضوعهایی 
که پیشتر عبنی است» بپردازم واز بررسیهای فنی تفصیلی 
بگذرم (هدف من در این کتاب » این نبوده‌است که خوانتده 
رابا روشها ودستورهای خاص ریاض ی آشنا کنم) . اگراین کتاب 
بدست دانش آموز پا دانشجویی بیفتد » به اين نکته ( که من 
خیلی به‌آن علاقه‌مندم) پی خوآهدیرد که ریاضیات» دانشی به 
هم پیوسته است وهدف‌واحدی‌را دنبال می‌کند. درابتداءتصور 
کاملی از موضوع نداشتم» آنچه را که پادداشت کرده‌بودم 1 
به‌غایت ژیاد بود» بعدء به‌نظرم رسید » آنچه را که مربوط به 
موضوعهای جزیی واختصاصی است» حذف‌کنم. واکر راهی‌را 
که درایتدا انتخاب‌کرده بودم» طولانی بود» مثل چی زکهنه‌ای 
که روبه‌روی ماباشد» گردوخاك را ازآن می‌زدودم وبه‌تدریج 
به‌آنچه که مورد نظرم بود» می‌رسیدم. 

باوجودی که من این سرزتش را می‌پذیرم که لحن کتاب تا 
جایی» وموقتا» ساده‌لوحانه است» ولی» باید به پاد داشته 
باشیم که رابطه‌های ساده‌لوحانه‌مر بوط به حقایق ساده» همیشه 
با کشفهای تازه» بستگی نا گسستبی دارند. 


من اغلب» گفتگو با یکی از دوستان نویسنده‌ام را به خاطرم یآورم. 
او همیشه ازاین‌بابت که‌مردی کاملا" تحصیل کر ده‌نیست؛غصه می‌خورد. این 
احساس کبود» حتی در کار نویسندگی روزانُ او هم» اثرمی گذاشت, او» 
به عنوان‌نمونه» ازمتهومهای ریاضی» ومثلا" دستگاه مختصات» نام‌می‌برد» 
که وقتی در پشت نیمکتهای مدرسه نشمته‌بود, از آنها صحبت می‌شد,و این 
دوست من معتتد بود که ویاضیات برای او به عنوان يك نویسنده » بسیار 
لازم‌است ویاتاراحتی می گنت که متأسنانه؛ او اژاین سرچشمٌ پربار»‌محروم 
است. ازطرف دیگر» این شکایتها به نظرش بیفایده می‌آمد؛ زیراگمان می- 
کردکه استعداد ایتر! ندارد که سر گرم آموختن پیچید کیهای ریاضیات‌بشود. 
خاطرة این گفتگو؛ آرامش مراگرفت» مرا به‌فکر واداشت وتشویق کرد نا 
طرحی تهیه کنم: از همان آغازکار» برای من روشن بودکه در اینجاءدامنً 
فعالیت» خیلی وسیع است؛ عتصر احساس برای من در ریاضیات» نقش تعیین 
کننده دارد,ومگر نویسندگان وهنر متدان» ازهه‌ین‌سر چشمه سیر اب‌نمی‌شو ند4 
خاطره‌ای از سالهای دانشجویی شود را تعریف کنم . با گروهي ازدوستان 
دانشگاهیم» به دیدن نمایشنامه‌ای از برنادد شاو رفته‌بودم. در جریان‌نمایش 
تهرمان مرد از قهرمان زن خواست که اين راز را برای اوروشن کند که 
چکونه توانسته است که نه تدهابا سر کشترین آدمها بسازد» بلکه حتی‌آنها را 
حدایت هم بکند؟ وقهرمان ز توضیح داد که او به این دلیل» چنین توفیقی 
را بدست آورده است کسد درواقع» همه آنها را در فاصله دوری از خود» 
نکه‌داشته است. در اینجاء یکباره» یکی ازدانشجویان فریادزدء « این همان 
قضیة ریاضی است که‌ما امر وزثابت کردیم». مشاله ریاضی کهدوست‌دانشجوی 
من» به آن اشاره می‌کرد» چنین بود. آیا می‌توانيم از یسك نقط درونی» 


ورودبامطلب ۱ ۱۳ 
طوری به طرف مجموعه‌ای از فقطه‌ها حرکت کنیم که در عین‌حال؛ به همه 
نقطه‌های مجموعهء نزديك شویم؟ پاسخ مسأله اینست؛ می‌توان» به‌شرطی 
کهنقطةٌ منروض به اندازةٌ کاقی از مجموع نقطه‌هاء دور باشد. 


ا این نقطه» نمی‌توان‌به هم نقطه‌های مجموعه و4 
تزديك شدءوفتی که به یکیاذ نقطه‌های مجموعه ۹ 3 صِ 
نزديك شویم:ددهمان ذمان از شله‌های‌دیگری؛ هه پر مت 
2 
دود می‌شويم. یه 
6 
۰ یچ 65 بر نله ۵ 
ت 
۹ کل ره 
اذ این نقطه» می‌توانه پمعمة 23 . ج ّ 
نقطه‌های محموعهء نزديك‌شد. 2 ۹ و ‌ 
7 مه 
" مه ‌ 
ت زب 
ِ هط 2 9 


وامااین ادعای دوست نویسندهام‌را که گویاء استعد ادورودبه‌پیچید گیهای 


ریاضیات را نداردومثلا" هر گزنتوانسته است معنای «مشتتی» و«دیفرانسیل» 
را یادبگیرد» من مطلقاً قپول نداشتم. من؛ تا آنجا که ممکن‌بود» سعی‌کر دم 
راهی‌که به‌فهم این مفهومها می‌انجامد» به کامهای ساده‌تر وروشن‌تر تجزیه 
کنم» و آنوقت به‌حقیقت حیرت‌انگیزی رسیدم: برای ریاضیدان» تصور این 
مطلب ممکن نیست که فهم حنی ساده‌ترین رابطه‌های ریاضی » برای آدمی 
که وارد نیست؛ تا چه حد دشوار است: درست به همین علت است که معلم 
ناآموزده نمی‌نهمد که چرا ء وقتی که حتی اگر بیست بار حرفهای «ش» » 
«و»»«خ»و«ی»راتکر ار کند» بازهم متو جه نمی‌شود که سخن برسر«شوخی» است. 
واینجاء مطلتاً محبت از شوخی نیست. 

این کشف»مرا به‌اندیشه‌های‌دور ودرازی برد. تا اين زمان؛من‌صمیمانه 
گمان می‌کردم که اکرناواردها؛ ریاضیات رانمی‌فهمند» تنها به این دلیل‌است 


1۱۴ بازی با بینهایت 


که کتابهای خوب و ساده‌ای کهبرای هبد قایل فهم باشد » متل دربارة 
حساب دیثر انسیل» نوشته نشده است . اینکه مردم؛» بد چنین مسأل‌مایی 
علاقنندند» روشن اشت. واگر چنین کتابهایی‌وجود داشته باشد» مردم با 
علاقمندی تمام» آنهارا خواهند تاپید. ولی» تاکنون از اینکونه کتایهاء به 
وسیلریاضیدانان متخصص» نوشته نشده است. من بهمتخصصینیتو جدداشتم 
که دقیتاً بدانند تاکجا می‌شود موضوع را ساده‌کردء به تحوی که به دقت 
موضوع لطمه‌ای نزند و آنرا تحریف نکند.همچنین» اینمتخصص نبایددرزیر 
لغاف فریپند؛ مطالب تازه؛ همان داروی کهنه وتلخ ریاضیات مدرسه‌ای راء» 
پنهان کند؛ او باید موضوعها راء به همان شکلی که به‌نظر می‌آید » مطرح 
کند. چنین مولفی؛ باید وقتی از اثر ریاضی خود خوشحال باشد که بتواند 
خوانندگان خود را راضی کند وبه شوق آورد. 

همان وقت» این فکر به‌سرم آمد که حتی ساده‌ترین کتابها هم مسکن 
است‌برای بعضی ازخوانند گان تابل قهم تباشد. ظاهرآء از صنتهایمشخصهة 
ریاضیات ایئست که از کارهای نامطبوع نمی‌ترسد. اقلیدس ؛ به فرمانروای 
خود گفته یود که «در ریاضیات» جاده شاهي وجودندارد»» این به‌معنای‌آنست 
که درریاضیات» حتی برای شاعان» نمی‌توان مسیری راحت ومطبوع‌ساخت. 
کتاب ریاضی را نمی‌توان به‌طور سطحی مطالعه کرد؛ اغلب باید ثیروی 
زیادی صرف کرد تا عادت به انتز اع وتجرید ممکن شودء وراستش اینست 
که لذت‌ریاضیات هم » در همین تلاشها وسختی کشیدنهاست. حتی» ساده‌ترین 
ویزترین کتابهای ریاضی را» تنها کسانی می‌توانند بنهمندکه خود را برای 
چنین ژحمتی آماده کرده باشند؛ کسی که تصمیم بگیردآنقدر حرفها و هجاها 
را تکرار کند تا به معتای فرمولها» پی‌ببرد. 

باهمةٌ اینهاء من کتايم وا برای چنین خوانند گانی‌ننوشته‌ام. من‌درباره 
ریاضیات‌بدون فرمول می‌نويسيم ومی‌خواهم «روحيةٌ ریاضی» را روشن کنم. 
نمی‌دانم که در این باره تاچه حد مونق‌شده‌ام. گذشتن از فرمولهاء به‌معنی 


ورود به‌مطلب 1۵ 


کنار گذاشتن ن خصوصیت اصلی ریاضییاتاست . شکل را نمی‌توان از محتوی 
جداکرد» اینر اهم ریاضیدان وهم شاعرمی‌دانند؛ باوجوداین» پیش خودتصور 
کنید که چگوته می‌توان روحیه وبرداشت غزل راء بیرون از شکل غسزل» 
توضیح داد! ومن جرأت کرده‌ام به چنین آزمایشی دست‌بزئم» با اين امید 
که توانسته باشم روح راستین نين ریاضیات را حفط کنم. 
من تنها دريك مورد نتوائسته‌ام کار خواننده را ساده کنم : نمی‌شود 
جای بخشها را با هم عوض کرد نمی‌شود بعضی قسمتهارا «برای بعد»‌یاقی 
گذاشت» ولو برای‌کسی که بخواهد نگاهی تند بر کتاب بیندازد. در بخشها 


وموضوعهای ریاضیء باید به‌تدریج و گام به کام »پیش رفت. دراینجا؛ هر کلمه 
وهر چیزی مهم است ؛ هیچ موضوعی را نباید بی ارزش دانست» حتی اگر 
ظاهر آ کم اهمیت به نظر آید. علزوه بر آن» از خواننده خواهش می‌کنم 1 
هرجا که لازم است» برای بهتر فهمیدن موضوع» خودش شکل را رسم کند 
ویا محاسپه‌ها را انچام دهد . درعوضء منهم وعده می‌دهم که کتاب» ملال- 
آور نباشد. 

من» خیلی از ریاضیات مدرسه‌ای استفاده‌نکرده‌ام: ازشمارآغاز کرده‌ام 
وتا تازه ترین شاخ ریاضیات» یعتی منطق ریاضی » پیش رفتدام, 


1 


شاکرد حادوگر 


۱ بازی باانکشتان 


از آغاز شرو ع می‌کنیم. من خیال ندارم دربارة تاریخ ریاضیات 
بنویسم؛ با وجوداین» من می‌توانستي تنبا باتکیه برآثار نوشتد شده» 
به‌اين کاربپردازم» ولی حتی کمن‌ترین این آثار؛ ازدیگردمنایع ریاضیات» 
خپلی جوانعرند! انسان نخستین را؛ با هم زندگی ساده وایتدایی خود» 
در لحظه‌ای درنظر بگیربد که شمردن را شرو ع مي‌کند. این موضوعرا 
می‌توان روی‌مردمانی هم که‌دربر ابر چشمان ما؛ از صورت رشد ناف خود» 
به‌انسان متمدن تبدیل می‌شوند» بررسی کرد. می‌توان بچه‌ای را در نظر 
گرفت که ضمن بازی با انگشتان خود؛ دارد خود وجمان دور وبرخودرا 
می‌شناسد, او معمولا" بدجای اینکه بگوید «يك» «دو»؛ «سه»» «چپار» 
ووپنج»» عادت داردکه یکی‌یکی انگشتان خود راببندد وبگوید: ببه‌اين 
می‌دهم اوهیزمپا راشکست»: «یه این می‌دهم: او تراشه‌ها را تمیز کرده» 
«به این می‌دهم» او بخاری راروشن کرد»»:به‌این می‌دهم؛ او آب‌را آورد»» 
«اما به این نمی‌دهم او نه هیزمها را شکست؛ نه تراشه‌ها را پالك کرد 
نه‌بخاری را روشن کرد ونسه آب را آورد» ۲ - وایین اشاره به افسانة 
کلاشچه است که شیربرنج درست می‌کند وبه بچه‌ها می‌دهد. من یکبار 
از پزشکی شنیدم » بیماران روانی پیدا می‌شوند که نمی‌توانند انگشتان 
خود را از هم تمیز دهند و ایسن وضع هميشه بستگی به از دست دادن 


۱ 
۱. شبیه بازی «لی‌لی حوضك» خودمان «م». 


شا گرد جاد و گر ِ 1۹ 


استعداد شمارش است. 

این رابطة متقابل مپهم و غیر ارادی که بین شمردن وانگشتان 
دست وجود دارد» درعین حال به‌تمدن آدمی هم پستگی دارد. من گمان 
می کنم» گرایشی که آدمی‌به‌سر گرمی‌وبازی داردخودیکی ازسر چشمه‌های 
ریاضیات است وبه‌ویژه به‌این خاطراست که دست‌کم دراين مرحله» 
ریاضیات نه تنپا يك دانش» بلکه يك هنر هم می‌باشد. 

آمروزه؛ این نظریه بیشتر پذیرفته شده است که شمردن از همان 
آغازود» امریآ گاهانه وارادی‌بوده است. ممکن اس ت که انسان‌نخستین 
می‌خحواست میزان‌دارایی خود را تخمین بزند ویه‌شمردن پوست‌حیواناتی 
که متعلق به او بود آغاز کرد. باوجود این ابتطور هم می‌توان گمان 
پرد که شمردن» نوعی تشریفات جادو گری بود. هنوز هم درزمان مسا؛ 
شمردن» نقش جادوپی خود را حفظ کرده است: کسی که عصبانی است 
وازناراحتی مزاحم ورنج‌آوری, آشفته خاطراست. می‌تواند مثلا" قابیست 


۳۰ بازی با بیتهایت 


به آرامی بشمارد وبعد با دور شدن افکار مزاحم - در بارة چیزی که 
می‌خواهد: فکر کند. ولی» به‌هرشکل ی که گمان‌کنیم» چه گفتگو برپوست 
حیوانات وحشی باشد» و چه فاصله‌های زمانی که یکی پشت سردیگری 
می‌آید» در هرحال» شمار به‌معتای آنست که بسه آنچه موجود است» 
پیفزاییم. 

به این ترتیب: می‌توان از مرزده‌انگشت بیرون رفت وبلافاصله 
در برابر نخستین مخلوق پرشکوه آدمی در رپاضیات - در براپر دتبالةً 
نامتناهی عددها - قرار گرفت: 


۱ 
واین» همان رش عددهای طبیعی است. این رشته نامتناهی‌است» 
زیرا بعدازهرعدد دلخواه: بدعراندازه که‌بز رگ باشد» می‌توان‌عددی رانام 
بردکه يك واحد ازآن‌بزر گتر باشد. برای تشکیل‌این دنباله» بایداستعداد 
زیادی از نظر تصورهای‌انتزاعی داشت که به‌یاری آن بتوان» عدد را 
تنیا به مثاباةً سایه‌ای از حقیفت» مجسم کرد. در اینجا دیگر عدد ۳ به 
معذای سه انگشت» سه سیب ویا سه‌ضربه نیض‌نیست.بلکه کمیت‌مجردی 
است که بین هم آنها مشترك وضمناً از آنها جدا شده است. عددهای 
خیلی بزرگ را در واقع امرنمی توان بدست‌آورد: هیچکس يك میلیارد 
سیب راندیده است ويك میلیارد از ضربان نبض را محاسبه نکرده است. 
ما این عددهای بزر گ راءتنها در مقَایسة باعددهای کوچکتری که درعمل 
با آنها سرو کار داریم؛ می‌توانیم پیش خود مجسم کنیم. در تصورنخود 
می‌توانیم شمار را تا هر کجا وتا هر عددی؛ که‌بزرگی آنرا بالاتر از هر 

تصوری بدانیم» ادابه دهیم. 


شا گرد جاده گر ۱ 1 


ولیآدمی به شمردن قانع‌نمی‌شود.برای بشر» چیزی لذت‌بخش‌تر 
از تکرار نیست وهمین‌تکرار استکه‌او را به‌جلومی‌برد. این تکرار‌مثلا" 
خیلی‌خوب درشعر دیده می‌شود: درشعريك «وزن»تکرار می‌شود ومرتباً 
به‌يك «قافیه» برمی‌گردد. درست؛ به‌همین مناسبت است که بچه کوچك 
از تکرار يك بازی خسته نمی شود: با پیگیری تسوپ را می‌اندازد؛ اگر 
چه این مداومت. از حوصلهٌ يك «انسان یالخ» بیرون است. 

اگر به‌چبار رسیده باشیم» يك واحد به آن اضاقه می‌کنیم! باز 
هم يك واحد! وبعد باز هي يك واحد! به کجا می‌رسیم؟ روشن است 
که هفت بسدست می‌آید» درست مثل اینکه یکبارء سه را اضافه کرده 
باشیم. به این ترتیب» جمع راکشف می‌کنیم: ۰ 

۴-۱۱۷۱ 2۴4۲۳۲ 

ضرب 

حالاء بازی با جمع راآغاز می‌کنيم. بسه ۳۰۳ را اضافه‌می کنیم» 
دوباره ۳ زا وباز هم ۳ را. به‌اين ترئیب» چپارمرتبه از ۳ گرفته‌ايم. به 
طور کوتاه می‌توان ایتطور بیان کرد: ۴ مرتبه ۳: برابر است با ۱۲.یعنی 

۳+۳ ۳۷۳۴۰۳۰۲ 

واين عمل را ضرب می‌نامیم. 
توان 

نیج تکرار را دیدید. عوب؛ نمی‌ايستیم وباز هم تکرارراءواین 
پار درپارة ضرب. ادامه می‌دهیم . ۴ را در۴ وبازهم در۴ ضرب م یکنیم» 


۳۲ بازی با بینها یت 


بدست می‌آید: 
۴ ۴ 4( ۴ < ۴ 
این تکرار» این ضرب عاملپای مساوی در یکدیگر راءتوان‌می- 
نامیم . در اینچا ۴ پایه است وبه كمك عددی‌که دربالا وسمت راست 
این پایه می‌نویسیم رو آنرا نمامی‌نامیم». معلوم می‌کنیم که چندبارباید 
در خودش ضرب شود. بتایراین به یاری این نشانه گذاری» می‌توانیم 
بنویسیم : 
۴۴2۴ ۴ ۴۲ 
مي‌بینم که تج «تکرار»» هرباربزر گتر ازپیش می‌شود: ۴۳ 
از ۴٩۳‏ بزرگتر است و ۴۳ از ۴<۲. این تکرار لذت بخش, ما رابه 
عددهای‌بزر گترو بازهم بزرگترمی‌رساند. این مطلب وقتی روشنتر می‌شود 
که تکرار رابرای توان حم‌انجام دهیم. ابتدا ۴ را به‌توان ۴ می‌رسانیم : 
۲۵۶ ۴ ۶۴ 2 ۳( ۴ ۱ ۴ ( ۴ عد آع 
حالاء اگر بخواهیم ۴ را به‌توان ۳ برسانیم 


۴ 
۵۶ 


کاس 
اگر بخواهیم» تنها همین چپارهای‌تکراری را بنویسیم» خسته 
می‌شويم. ما باید ۲۵۶ یار عدد چپار را بنویسیم؛ وتازه بعد ازآن باید 
آنها را در هم ضرب کنیم ! درنتیجه: عددی بسیار بزرگ» عددی که در 
تصور نمی‌گنجد» بدست می‌آید وبه همین مناسیت صدای عقل‌سليم را 
می‌شنويم که: اگر چه تکرار ساده وراحت است؛ ولی ما درقضاوتهاو 


شا گرد جادو گر ۱ ۳۳ 


استدلالهای خود؛ تکرار متوالی عمل ضرب را به کار بمی بریم. 

بیایید روی يك موضو عتوافق کنیم : اندیش ه آدمی ازهر وسیله‌ای که 
به‌چنگ‌م ی آورد استفاده می کند؛ و لی‌آنهایی را نگه می‌داردکه‌ساده‌تر» 
مفیدتر وعمومی‌تر باشد. 

جمع» ضرب وبه توان رساندن برای تلاشهای آدمی» بسیار مفید 
ودر عین حال خمومی است؛ و به‌همین مناسبت همه جا در ریاضیات 
رسمیت پیدا کرده‌اند و ویژ گیهای آنما هم تا آنجا که به کارساده‌ترشدن 
محاسیه‌یاری می‌دهد: بازشناعته شده است. مثلا"ً ۷۸ )< ۷ راهم می‌توان 
از راه ضرب ۷ در ۲۸ بدست آورد وهم برای ساده‌ترشدن عمل» می‌توان 
۸ را به‌مجمو ع دوعدد تبدیل کرد وسپس ۷ را دره رکدام ازاین‌جمله‌ها 
ضرب کرد. ضرببای ۲۰ ۷ و ۷۰۸ را ساده‌تر می‌توان انجام داد و 
سپس مجموع ۱۴۶۸-۵۶ هم بدون هیچ زحمتی‌بدست می‌آید. برای‌جمع 
چند عدد بمتراست بپاد داشته باشیم که با تغییر جای جمله‌های جمع» 
حاصلجمع تغییر نمی‌کند. به این ترتیب؛ مثلا" مجموع ۸۷۷-۲ را 
می‌توان اینطور بدست آورد: ۸۲-۱۰ و۱۷ ۱۰4-۷ و به‌این 
وسیله. از جمع«ناعوشایند» ۸-۷ خود را کناربکشيم. تنها پايدبپذيريم 
که جمع عبارتست از اضافه کردن آن مقدار واحدهایی که درجمله بعدی 
وجود دار دراینصورت بلافاصله ر وشن می‌شود که تغییرجای جمله‌های 
جمعء نتیجه را تغییرنمی‌دهد. 

درحالت ضرب هم می‌توان همین قانون را که البته نسبت به 
جمع دشوارتر است؛ کشت کرد. ۴۳ یعنی ۰۳4-۳4۳۹۳ ضمناً 
۴ میعنی ۴+۴-+۴. روشن بودن این تساوی» خیلی بدیهی بسه‌نار 
نمی‌رسد که 


۳۳ بازی بایینهایت 


۳1۳۳1۳۴۵4۴ 
ولی» اگر به‌صورت تصویری آن مراجعه کنیم؛ به تدریج روشن 
می‌شود. ابتدا» چپارردیف ودر هرردیف سه نفطه قرار می‌دهيم به 
این ترتیب: 
و 
و99 


و ه ه 


و هو 9 


و خیلی زودمی‌توان متوجه شد که اگر درسه ردیف چپارنقطه قراردهیم؛ 
بازهم همین شکل بدست‌میآید (مرردوشکل» مستطیل‌اندء منتبی‌یکی‌روی 
عرض ودیگری روی طول خود «خوابیده» است): 


وبه‌اين ترتیب» معلوم‌می‌شودکه ۳۴ ۳( ۴. به‌همین مناسبت است 
که درریاضیات» هردوجملهة ضرب را به‌يك نام می‌خوانند: عامل‌ضرب. 

به‌عنوآن نمونه باز هم ازيك خاصیت؛» کهمربوط به‌توان است 
نام می‌بریم : 

۴ 2 ۴ (> ۴ ۴ > ۶ < ٩ 

اگر این تکرار عاملهاء شما راخسته می کند. می‌توانیم استراحت 
کوتاهی برای شما درست کنیم. حاصلضرب سه عامل اول می‌شود ۴۲ و 
حاصلضرب دو عامل بقیه "۴. بنابراین 


۴۳ > ۴۱2 ۶ 


شاگره جاد و گر ۲۵ 


نمای نتیجه برابر ۵ یعنی ۳4-۲ است. به‌این ترتیب» برای ضرب دو 
توان‌ازعدد۴» می‌توانیم نماهارایاهم جمع کنیم. واین» يك قانون کلی 
است. مثلا؟ 
تا ۵ ۱۵ ۵۵۵ ۵ ۵ ۵ < ۵ ۵7 > ۵۲ >< آن 

که ۴٩4۰۲4-۳‏ هم مساوی ٩‏ می‌باشد. 

دوباره مسیری راکنه پیمودیم» بهیاد بياوريم. هسرعملی را به 
پاری شمار انجام دادیم . این پرسش پیش می‌آید که: هم اینها درست» 
ولی تکلیف ثفریق وتفسیم چه می‌شود؟ 

این دوعمل»چیزی جزعکس مسیرهای‌قبلی‌نیسنند (دربارة عملهای 
ريشه گرفتن و لگاریتم گرفتن هم باید به همین ترتیب قضاوت کرد). 
مثلااً ۵ : ۲۰به‌معنای آنست که‌بایدعددی راجستجو کنیم که ۵برابر آن‌برایر 
عدد» ۲ شود. این‌عدد را به‌سادگی می‌توان‌بدست آورد؛زیرا ۴ < ۵ ۲۰. 
و لی‌همیشه کار به‌همین سادگی نمام‌نمی‌شود» چنین عددی‌هميشهوبه طو رکلی 
پیدا نمی‌شود. مثلاگ در عدد ۰۲۳ نمی‌توان عددهای مساوی .۵ راء بدون 
باقیمانده‌پیدا کرد. ۲۰ ۵ < ۴؛ این کمتراز ۲۳ است. ولی ۲۵ د ۵ < ۰۵ 
که از ۲۳ بزرگتر می‌شود. بنابرایین باید به عدد کوچکتر قانم شویم و 
بگوییم که عددوبه‌اندازء ۴ بار در۲۳ می‌گنجد وعدد ۳ هم باقی‌می‌ماند. 

روشن است که این وضع پرزحمتتر و ملالت آورتر ازتکرارهای 
عادی است. عملهای معکوس به‌حیله‌های بیشتری نیازدارد و درست به 
همین مثاسبت است که ریاضیدانپا دوست‌دارند بهآنهاءحمله‌ببرند. آخر 
ریاضیدان» آدمی است که رضایت خود را در میان دشواریها» جستجو 
می‌کند. 


۲۶ + زی با بینهایت 


۲ «منحنیهای حرارتی» 
عملهای حسابی 

جهم مگب 

دیدیم که تکرار عملمها؛ مارا به جاهای دور.به‌میدان عددهای 
بزرگ » می‌رساند. ولی» تا چه اندازه دور؟ در این باره» کمی درنگ 
می‌کنيم . 

وقتی که مثلا" می‌حواهيم حجم مکعپ را حساب کنیم» پاید از 
وان استفاده کنیم. آبتدا مکعب کوچکی را به‌عنوان و احد؛ برمی زین 
وخود را دربرابراین پرسش قرارمی‌دهیم: چندنا از اين مکعبهای کوچك 
درمکعب بزرگی که‌می‌خواهيم اندازه بگيريی جا می گیرد؟ فرض کنیم» 
مکعب واحد» يك سانتیمتر مکعب باشد» یعنی مکعبی که هم طول» هم 
عرض وهم ارتفا آن» برابر با يك سانقیمتراست. 


باست می‌آوریم: 


شاگرد جاد گر ۳۷ 
حالاء اگر چهارتا از این ردیغها راپپلوی هم بگذاريم قشری بدست‌می- 
آوریم که درآن ۴-۴۲ پر ۴ مکعب وجود دارد. سر آخرء‌چپارتا ازقشرها 
را رویهم می‌چینيم ؛ درایتصورت مکعب بزر گی پیدامی شودکه شامل 
۴ ۴۲ ۴ ۷ ۴۴ مکعب است. 


| که 
۱ 


بهاين ترتیب» در مکعبی که طول.عرض وارتفاع آن برابر با ۴ 
سانتیمتر استء به‌اندازة "۴ سانتیمتر مکعب: جامی گیرد. درحالت کلی» 
حجم مکعب از اين راه بدست می‌آید که طول یکی از ضلعهای آنراءبه 
توان ۳ برسانیم. به‌همین مناسست است که توان سوم را» مکعب گویندا. 


به‌یاری همین توان سوم است که این حقیقت روشن می‌شود که‌مکعب 


۱. معلمین از این بیان خشنودنیستند» من باید می گنتم: اندازهُ حجم 
مکعب از این راه بدست می‌آید که اندازة طول را به‌توان سوم برسانیم. 
ولی» من ثمی‌شو اهم به‌خواننده» ازبایت چنین نازكك اندیشیها» فشاربیاورم. 
من» حتی از اين موضوع هم یدون توضیح گذشته‌ام که آیا می‌توان ضلع‌هر 
مربعی رابا سانتیمتربیان کرد. دریازه این‌پرسش» مابازهم کتتکو خواهيم کرد. 


۲۸ بازی با پینهاپت 


با ضلع کم وبیش کوچك می‌تواند حجمی بسیار بزرگ داشته 

مثلا"؛ يك کیلومتر: فاصلهٌ خبلی بزرگي نیست؛ هر کسی می تواند این 
فاصله را پیش خود مجسم کند. ولی؛ اگر مکعیی بسازیم» کفضلعآن 
برابر با این فاصله باشد. حجم آن چنان عظیم خواهدش دک مي‌تواندبیش 
از نیمی از جمعیت کر زمین را درخودش جا بدهد. اگرکسی دراین‌باره 
شك دارد» خودش؛ می‌تواند محاسبه کند. فرض‌م یکنیم بین آدمها؛ کسی 
پلندتر از امتر نباشد. درایتصورت مي‌توانیم‌دراین مکعب ب دفاصله‌های 
۲ مترازیکدیگر سقفهایی بگذاریم؛ به‌اینترتیب» برای‌ارتفا عيك کیلومتر 
پعنی ۱۰۰۰ متر؛ درست ۵۰۰ طبقه‌یدست می‌آوریم ؛ کف هرکدام‌ازاین 
طبقه‌ها 99 کنیم : 


۳/3 ۲ ار 1 


ا ۲ 


به‌ین‌ترتیب: درهرنوار؛ ۱۰۰مربع وجود دارد وضمناً ازاینگونه‌نوارها 
هم ۱۰۰۰ تا پیدامی‌شود. بنابراین» دره رکف ۱۰۹۱۰۰۰ یعنی 
۰ مربع پي پیدامی‌شود. . طول وعرض هرکرام از اپن مربعپا پرابر 
يك‌متر است ودر نتیجه. می‌توان روی هر کدام زاین مربعها» ۴ نقررا 


شا ترد جادو 7ر ۳۹ 


به راحتی جا داد. به این ترتیب؛ در هر طبقه ۴ ملیون نفرو در ۵۰۰ 
طبقةً مسکعب»۵۰۰ برابر چبار ملیون؛ یعتی ۲ میلیارد نقر را می‌توان 
جا داد. 

برای محاسبةٌ حجم مکعب» تنها از توان سوم استفاده کردیم» 
تماهای‌بالاتر» مارا به‌مر کز انبوه‌تری ازءددهای‌بزرگ مي‌برد. فرمانروای 
هند؛ چتدرشگفت زده شد؛ وقتی که آفرينندة بازی شطرنج؛ تنها «مشتی» 
گندم به‌عنوان پاداش؛ درخواست کرد. او خواست که درنخسین خانه‌از 


صفحهٌ شطرنج او يك دانه گندم؛ در ان دوم: دو پرابر خانة اول» در 
خائه سوم دوپرابرخانة دوم» یعتی ۲ دانه گندم بگذارئد وغیره. ایسن 
درخواست» خیلی ناچیز به‌نظرمی‌رسید. ولی»درواقع» درخانه آخرصفحةً 
شطرنج توان بالایی از ۲ قرار داشت و رویمم لازم بود به اندازة 
۰ ۲۲۲۱۳4۲۴4 1 
دانة کندم به آفر ینند؛بازی‌شطر نج داده شود. را گر خواننده بخ و اهدء‌می‌تواند 
توانهای حذف شده را خود بنویسید» ولی‌من حوصله آين کار رانداشتم.) 


۳۰ بازی با بتهایت 


اگر کسی بخواهد مقدار این گندمپا را حساب کند؛ آنقدر گندم بدست 
می‌آورد که باآنها می‌تواند تمام سطح کرة زمین را با قشرتتریباً پك 
سانتیمتری بپوشاند. 

حالا دیگر» ازاین» طلب تعجب‌نمی کنیم که تکر اربه‌توان رساندن؛ما 
را به‌جاهای دور وباور نکردنی می‌رساند. وباوجود این»متوز می‌خواهم 
مطلب کوچك: ولی جالبی را؛ اضافه کنم. آیا ممکن است گمان کنید 

۳ ۹ 

که تنها برای توشتن رقمهای‌عدد *۹.به‌نوار کاغذی‌به‌طول* ۱۸۰ کیلومتر 
نيازداريم یه شرطی که برای هررقم؛ نیم سانتیمتر جا درنار بگیریم. 


برای محاسبة دقیق س تمام عمریکنقر کفایت نمی‌کند. 
نمایش فموداری تاج 


وقتی که دوباره آنچه را که نوشته‌ام» می‌خواندم» متوجه شدم 
که مرتب روی این مفهوم تکیه کرده‌ام که: عملها «ما را به‌جای دور و 
یاورنکردنی می‌برد6؛ «مارا به عددهای بزر کث می‌رساند»» واين مطلب: 
حتی برای زمانی که با دثبالة افقی عددها» یعنی 

۱ 

سر کارداریم » باز هم‌درست است, 

یابیان دقیق‌تر باید بگویم که‌عرقدربه‌طرف راست جلوتر پروم با 
عددهای‌بزر گتری‌رو بروءی‌شوم. جمله‌هایی را که قبلا"بسه کار برده‌ام» بیشتر 
زیر اثرعاه‌لهایاحساسی بود. «بزر کتر می‌شود» به‌معنای اینست کهرشد 
می‌ کندو درذهن ما» رشد کردن به معنای میل به طرف بالاست. ریاضیدان 


به این احساس؛ شکل مشخصی می‌دهد؛ او اغلب تصورات ذهنی ود را 


شاگرد جادو کر ۳1 


با رسم شکل» محسوس وقایل در می‌کند؛ وافزایش تند را پبه‌صورت 
خطی که‌به‌طور ناگهانی به‌طرف بالا «پرواز می کنده نشان می‌دهد. 
بیماران ؛ بااین شکلها به‌عوبی آشناهستند. آنا می‌دانند که با 
بررسی متحنی مربوط به درجة حرارت بدن آنباء می‌توان آگاهیمابی 
دربارژ حرکت بیماری بدست آورد. فرض کنیم که‌در فاصله‌های زمانی 


ثابعی» درجهُ حرارت بیمار را اندازه گرفته و به این نتیجه‌ها رسیده‌باشند: 
۳۵ ۵ ۱ ۳۸/۵ ۳۸ 
این دضع را می‌توان به‌ترتیب زیرنشان داد. نخست فاصله‌های زمانی 
معوالی را روی خط راست افقی» به‌صورت پاره حطمای مساوی نشان 

می‌دهيم : 


۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ 1۱ 
سپس؛ پاره‌خط دلخوامی را به‌نشانة يك‌درجه برمی گزينيم وازهرنقطه‌ای 
کدنمایندة لحطةٌ زمانی‌اندازه گیری درجه حرارت است» پاره‌عطی‌مساوی 

تعداد درجه‌های اين لحظطه به طرف بالا می کشیم . 

ولی» لازم‌نیست پاره حطهای‌به اين‌درازی رسم کنیم . درجفحرارت 
بیمار به‌پاپین ۳۶ درجه نرفتذ است» بنابراین می‌توانیم ارتفاع خط افقی 
را معناظر باحرارت ۳۶ درجة بگیریم ؛ دراینصورت؛ روی شکل باید 
پاره خطهایی به‌اين طولها به‌طرف بالا بکشیم: 


(درجه) ۰/۵ ۰:۱۰ ۲/۵ ۲۰۱ ۲۰۲/۵۱۳۰۳۰ 


۳۲ بازی با پینها یت 


این نمودار بدست می‌آید: 


حالاءاگر انتهای این پاره خطها رابا حطراست بوهم وصل کنیم 
ملحلی حرارتی کاملی بدست‌می‌آید: 


این‌نمودار» همةآنچذ را که ما می‌خواهيم برای ماتوضیح‌می‌دهد. 
بالارفتن «منحنی» بة معنای افزایش درجة حرارت وپایین آمدن آن.به 
معنای کاهش درجه حرارت است. درابتدا درجد حرارت ب‌طوریکنواعت 
بالا می‌رود این مطلب از اینجا دیده می‌شو دکه‌انشهای سه پاره حطاول 
روی یك‌خط راست قرار گرفته‌اند. پاره‌حظ افقی» بف معنای ثابت ماندن 


شا گرد جادو قر ۳۳ 


بیماری است. باوجودی کذ در اندازه‌گیری ششم: درجد حرارت کمی 
پالا رفته است. بیمار درحال شفایافتن است » زیسرا سقوط منحنی بین 
اندازه گیریهای ششم وهفتم» زیاداست. طوری که درجة حرارت بیمار 
را به‌حدکافی پایین آورده است. 

هیچ چیز نمی‌تواندمانع‌ازاین شودکه اینگونه:منحنیهای حرارتی» 
را برای عملهای حسابی هم به کاربریم. 

معمولا عددها را روی حط راستی که محورعددی نامیده‌می‌شود 
نشان می‌دهند. روی این عط راستنطةٌ دلخواهی را بدنام ؛ به‌عنوان 
مبداً شمار» بر می‌گزينيم و سپس پاره حطهای برابررا آزاین نقطهءیکی 
پس از دیگری؛ جدا می کنیم: 


ود ۱۳ ۳1 3 ۳ 3 1 

کسی که می‌خواهد زحبت محاسبه را به خودندهد؛ می توانسد با 
یه کار گرفتن محورعددی » عملما را به طور کاملا"مکانیکی انجام دهد. 
مثلاگ برای اینکه ۲+۳ را محاسبه کند» کافی‌است ازعدد ۳۲ گام به 
سمت راست بردارد ودر آنجا بلافاصله عدد ۵ را پیدا کند. برای اینکه 
۵-۳ را محاسبه کند باید باشرو ع از ۵؛ سه گام به سمت چپ بردارد 
وغیره. در دبستانا هم بچه‌ها محاسیه را به‌همین ترئیب؛ وبه كمك جا 
یه جا کردن مهره‌هایی که روی میله حبر کت می‌کند (شبیه چرتکه)» 
یادمی گیرند. 

حالا می‌خواهیم ازخط افقی به طرف بالا برویم. با جهت گیری‌از 
عددی» ومثلا" ۰۳ به‌طرف بالا» ببینیم چه بدست می‌آید» وقتی که به‌این 
عدد» عددهای ۳۰۲۶۱ وغیره را یکی بعد از دیگری اضافه کنیم؛ یاآنرا 
درعددهای ۲۰۲۰۱ وغیره پشت سرهم ضرب کنیم؛ ویا بالاخره این عدد 


۳۲ بازی با بینها بت 


را به‌طور متوالی به توانهای ۳۰۲۰۱ وغیره برسانیم؟ (درخودبیان «به 
توان رساندن»» مفهوم میل به‌طرف بالا» وجود دارد) 
از جمع آغاز می‌کنيم : 
۴ ۳1۱ 
۳-۹۲۵ 
۳41۳۶ 
۳۲1۴۷ 
جملهُ دوم‌جمع را» که تغیی رم ی کندءروی خط افقی‌نشان می‌گذاریم» 


ومجمو ع متناظر با آنرا» به طرف بالامی بریم . اگر واحد روی خط افقی 
رابه اندازة پاره عط سس و واحد جپت عمودی را ببه اندازة 


پاره خط - بگیریم؛ «منحنی حرارتی؛جمع را بدست میآوریم : 


0[ 
َ 1۵ "2 
۴ ۳ ۲ تك ۲ 


همه نقطه‌های انتهایی پاره خطمها در اینجا روی بك خط راست قرار 
گرفتداند.این به معنای آنست که وقتی یکی‌از جمله‌های جمع را زیاد 
می‌کنیم: مجموع به طور یکنواخت رشد مي‌کند. 


درحالت ضرب 


نت 

1 سس( 2۳ ۱ ۳ 

۳۲ 2۶ ۱ 

از 1 ۳۳۲۹ 
۳ ۲ ۳ ث 

۴ سس ۳۴-۱۲ 


شا گرد جادو گر ۳۵ 

وقتی که یکی از عاملهای ضرب بزرگک شود حاصلضرب هم به 
طور یکتواخت: رشد می‌کند. ولی» درحالت ضرب» سرعت رشد خیلی 
بیشتر از حالت جمع است؛ شیب خط راست دوم خیلی بیشتر از شیب 
خط راست اول است. 


بالاخره» به توان رساندن را بررسی م ی کنیم : 


۳۱۳ 
رت ۲ 
۷ ۳۹ > ۳ ِ 
۷ ۳ ۳ > ۳ ست ۳۲ 
۳۸ ۲ ۳ ۱ ۳ ع ۳۳ 
ها 

ای ی 

ت 0 ۱ 
رشد توان یکنواخت نیست ودرعین حال سرعت رشد خیلی بیشتر است: 


۴ را نمی‌توان دراين صفحه جاداد. 
به همین ترتیب» می‌توان «منحنیم‌ای حرارتی » را برای عملبای 
عکس هم درست کرد. «منحتی حرارتی» برای تفریق: 


و ۳-۱2۲ 
3۳۳7( كِ ۷ ۳ 
۱ 


هس ۲ ۳ 


۲ ۳ 


يك خط راست نرولی است؛ بنابراین» اگر جمله اول تفریق عددی ثایت 
وجمله دوم آن مرتباً بز رگ شود تفاضل به طور یکنواعت کسوچك 


۳۶ بازی با بیتها یت 


می‌شود. 

تقسیم» عملی بسیار بپانه گیر است. ببه همین مناسیت پررسی 
«متحنی حرارتی» آنرا برای بعد می‌گذاریم. 

«منحنیهای حرارتی» راکه هم اکتون رسم کر دیم» در ریاضیات» 
«نمودار نمایش تابع» گویند. 

درحالت جمعء مقدار مجمو ع به این بستگی دارد که جمله متغیر 
را چگونه انتخاب کنیم؛می گوییم که مجمو ع» تابعی از جملة متغیر است.و 
ما تغییرات این تابع را به وسیلهة نمودار» نشان داده‌ایم . 

درست به‌همین ترئیب» حاصلضرب؛ تابعی از عامل متفیر آن؛ و 
توان تابعی ازنمای آئست وغیره. 

به‌این ترئیب؛حتی ساده‌ترین‌عملهای حساب؛ مارا به‌طر ف مقموم 
تایع می کشاند. از اين به بعدهم» مااغلب به چنین بستگیهایی برخورد 
می‌کنیم. 

حفیوم تابع» قمام هستة زیاضیات « فشکیل می‌دهد. 

۳ شکستن دنباله امتناهی عددها 


دسنگاه.ای شمار 


دره‌قایسه با بازی با انگشتان؛ چفدر جلوتر رفته‌ایم! اگر تااینجا 
تااندازه‌ای فراموش کردیم که آدمی ده‌انگشت دارد تنها به‌این‌مناسیت 
بود که نمی‌خواستيم عود راگرفتار محاسبه‌های خسته کننده کنیم . والاء 
این مطلب را همه می دانند که‌برای نوشتن يك عدد؛ هر قدرهم که‌بز رگ 
باشد ماننها از ده علامت محختلف استفاده می‌کنیم : 


شا گرد جادو گر وض 


۴۱۵۶۹۸۵4 ۲/۲۱۳۱ ره 

چگونه می‌توان» هريك از عضوهای مجموعة نامتناهی عددها را 
به‌یاری تنبا ده علامت» نوشت؟ این امکان به‌این مناسبت وجود دارد که 
سی‌توانیم دنبالً عدهها راء که به‌طور یکنوا (موئوتون) به طرف 
بی نمایت کشیده شده است. بشکنیم وبه گروههایی تقسیم کنیم. ده 
یکه رامی‌شماریم و آنها رادريك دسته قرار می‌دهیم. وبه‌آتها نام‌تازه‌ای 
می‌دهيم. ده‌یکه را.يك دهه می‌نامیم. درست‌همانطو رکه می‌توانیم‌ده‌سکه 
يك ریالی را بايك سک ده ریالی عوض‌کنيم. حالا اگر شمردن را ادامه 
دهیم؛ می‌توانیم قدممهای بعدی را برداریم. هیچ چیز نمی‌تواند سانع 
شود که ده تا از این دسته‌های ده یکه‌ای را با هم یکی کنیم و يك سده 
تشکیل دهیم . به‌همین ترتیب؛ می‌توان ده تاسده رادريك پا کت قراردهیم 
و آنرا هزاربنامیم» ده‌تا ازاین پا کتهارادريك جعبه‌بگذاريم و آنرا ده‌هزار 
بنامیم» به همین ترتیب به‌صدهزار ويك میلیون برسیم و عرچه بخواهیم 
از آنهم جلوتر برویم. وبه این دلیل است که می‌توانیم هرعدد دلخواه 
را با همان ده علامتی که دربالا آوردیم» بنویسیم . 

وقتی که بخواهیم از نهعبور کنیم؛ می‌توانیم بازهم‌يك‌یکهبنویسیم» 
ولی اين دیگر يك ده است. عدد بعدی از يك دعه ويك یکه تشکیل‌شده 
است» به‌همین مناسبت می‌توانیم آنرا به پاری دوتا يك بنویسیم (۱۱) 
ممکن است در نظراول گمان کنیم که‌برای ده صد هزاروغیر هیه‌علامتمهای 
تازه‌ای نیازداريم» ولی‌با کمی‌انديشه می‌توان ازاین‌علامتپا صرفنظر کرد. 

صندوقدار مغازی سکه‌های يك ریالی» دو ریالی» پنج ریالی؛ 
ده ریالی‌وبیست ریالی رادرخانه‌های مختلف صندوق خود قرارمی‌دهد. 
در خانهٌ سمت راست کوچکترین سکه‌ها (يك ربالیا) وبه همین ترتیب 


۳۸ بازی یا بینها بت 


در خانه‌های بعدی سکه‌های بزرگتر را می‌گذارد. وقتی که جای سکه‌ها 
ثابت باشد» صندوفدار به تدریج چنان به‌جای آنها عادت می کند که 
بدون نگاه کردن بد‌آنهاء می‌داند که مثله" در خانة سوم صندوق» چد 
سکه‌ای قرار گرفته است. 

به‌عمین ترتیب» در مورد عددها هم.برای جای یکپا؛ دهپا؛ صدها 
و غیره ؛ توافق مي‌کنيم. یکپا را درسمت راست می‌نسویسیم و سپس 
در سمت چپ‌آن به‌ترتیب مرتبه‌های بعدراقرار می‌دهیم. بنابراین؛سمت 
چپ‌یکا» مرتبه دهبا قرار می‌گیرد؛ در ردیف سوم مرتبه سدها وغیره. 
در این طرز نوشتن دیگر لازم نیست نام هره‌رتبه در کنار آن نسوشته 
شود زیرا از جای مررقم می توانیم مقدار آنرا معین کنیم. به ایسن 
ترئیب» مقدار رفقمما به «وضع وجای آنپا بستگی پیدا می کند. عدد 

۳۵۴ 

از ۴ يکه . ۵ دهه و ۴ سدی تشکیل شده است. این» دستگاه عدد نويسی 
موضعي است. که در آن می‌توانیم هر عدد دلغواه را باده علامت؛نشان 
دهیم وبه همین مناسبت دستگاه دهدهی نامیده می‌شود. 

البع هیچ مانعی ندارد که تقسیم رشته طبیعی عددها: را قبل‌با 
بعد از دم انجام دهیم. درباره انسانهای ذخ‌قین شنیده‌ام که همه هثر 
عدد شماری آنا به مفیومهای «يك»؛ «دوء ووبسیار پایان می‌پذیرفت. 
باوجود این برای آنها هم‌سمی‌شد يك دستگاه‌عدد شماری ساعت: درایین 
حالت؛ دو یکه (یعتی‌دو) پکه مرتبه تازه را به وجود می‌آورد؛ دو یک 
مرتبةٌ دوم؛ نمایند؛ يك یک مرتبهٌ سوم (چهار) است. دویکة مرتبة سوم 


برابر يك یکه از مسرتیه چبارم (هشت) می‌شود و غیره. در این دستگاه 


شاگرد جادوگر ۱ ۳۹ 


دو دویی » برای نوشتن هر عدد دلخواه دوعلامت بس است: 
اوه 
اگر برای شمارء از این سکه‌ها استفاده کنیم رکه البته بعضی از آنمادر 


واقع وجود تدارند) ؛ 


۵ )( 


یعنی یکه‌های دستگاه دودویی را به‌عنوان سکه‌هایی درذظر بگيريی فجم 
مطاپ ساده‌تر خواهد شد. مثلا" چگونه می‌توان بساکمترین تعداد ممکن 
سکدهاء ۱۱ریال را نشان داد به‌سادگی دیده می‌شود که سه سک 


60 


را می‌توان ب‌جای ۱۱ ریال داد وضمناً یازده ریال را نمی‌توان با تعداد 
کمتری سکه بدست آورد. به‌همین ترتیب 


(۲2 


۳۰ بازی با بینهایت 


٩‏ ربال را می‌دهند و 


رویم ۵ ریال رانشان می‌دهند. از خواننده و اهش‌می کنم که خودش 
ه رکدام ازعددهای ۱ تا ۱۵ را با سکه‌های 


2 
9. ۵ 


تشکیل دهد به‌نجوی‌که هرسکه را بیش از یکبار به کار نبرده یعنی 


هرکدام يا » مرتبه و يا ۱مرتبه. عدد ۱۶ رابه‌این ترتیب نمی‌توانیم‌پیدا 


)۳( 


کنیم. واين هیچ شگفتی ندارد؛ زیرا ۱۶-۲۸ یعنی ۱۶ یک مرتبةً 
بعدی است. درنمونه (۱) دیده می‌شودکه عدد ۱۱ را می‌توان دردستگاه 
دودوبی به این ترتیب نوشت: 
۱۰۹۹ 
این دثبالة عددها:دراین حالت رازراست‌به‌چپ) به‌ابن معنی‌است: 
يك بکه يك دو. هیچ چهار ويك هشت؛ که در واقع رویهم مساوی 


۱ می‌شود. همچنین» ازنمونه‌های (۲) ور۳) معلوم می شود که ٩‏ و1۵ 
در دستگاه دو دویی به اینصورت نوشته می‌شوند: 


۰۰۰۱ ۱ ۸ 


شا گرد جادو گر ۳۱ 


مي بینید که در اینجا: تثها به‌دوعلامت نیازداریم. 
بدنیست که محاسپة وارونه را هم آزمایش کنیم: ۰۱ در 
دستگاه دو دویی برابر است با: ۱ یکه + يك چپار + يك هشت سل يك 
شاترده اس ۱ ۲۹-۰۱۶4۸4-۴4 ۰ یعتی این عدد در دستگاه دهدهی 
پرابر باعدد ۲۹ می‌شود. 
چرا به‌ویژه ازاینگونة دستگاههای شماراستفاده می کنند؟تنظیم 
خائواده عددها به‌این ترتیب» کارهر گونه محاسیه‌ای را ساده می‌کتد؛ 
مثلا" درجمع می‌توانيم یکبا را بایکا؛ دهپا را سادهپا جمع کنیم و 
همینطور تا آخر. صندوقدار هم دریافت خود را درپایان روز به‌همین 
ترتیب حساب می‌کند.نخست مقداره رکدام از سکه‌های برابر را که‌دريك 
ان صندوق قراردارند» حساب می کند و بعد ایسن مجموعها رارویپم 
می‌ریزد. 
میل به‌طرف سادگی وراحتی؛ موضوعی بسیارسپم است و اغلب 
محرك اصلی وئعیین کنند؛ پیشرفت ریاضیات بوده است. ناراحتصرین 
عملها» تفسیم است. احتمال داردکه‌همین دشواری تقسیم موجب نفسیم 
رشته عددما به‌گروهها» شده باشد. چقدر خوشحال می‌شویم» وقتی که 
بتوانیم تقسیم رابدون باقیه‌انده انجام دهیم. عددهای جالب وقشنگ 
وجوددار ند که‌بر بسیاری ازعددهای دیگر» بدون‌اینکه باقیمانده‌ای‌بیاورند. 
بخش‌پذیرند. مثلا" ۰۶۰ از اینگونه عددهاست: ۱ 
۰ ا/ 
۲۰۳۰ 
۳۰۰ 
۴۳۵ 


۵9۲ 
| ۰ 


۳۲ ۱ بازی با بینهایت 


به‌این ترتبب عدده۶ برعددهای ۰۴۵۳۰۲۰۱ ۳۶۰۲۱۵۰۱۲۰۱۰۰۶۰۵ و 
۰ بدون باقیمانده» بخش پذیر است. 

حالاء اگربخواهیم عدد بزرگی را بریکی ازاین دوازده عددتفسیم 
کنیم (لزومی نداشت که عدد ۱ را هم به‌حساب بیاوریم» زیرا این عدد. 
نه درضرب اثری دارد و نسه در تقسیم): اگر به‌یاد بياوريم که مقسوم 
(همچون هرعدد دیگری) از یکه‌ها تشکیل شده است؛ کارخود را ساده‌تر 
کرده‌ایم. 

نخست ۶۰ تااز این یکه‌ها بر می‌داریم سپس ۶۰ نای دیگر و به 
همین ترئیب ؛ ناجایی که تاحا. ممکن + به عدد ود نزديك شویم. 
تقسیم ان شصتماء هیچ دشواری ندارد. در باقیمانده مم دست بالا ۵٩‏ 
پیدامی‌شو ده یعنی عددی که بزر گك نیست وحتی اگر باقیمانده هم داشته 
باشد» می‌توان آثرا تقسیم کرد. 

بااین اندیشه باید عددها را درگروههای ۰ تایی متظم کرد. و 
قدیمیها هم» که برای حل مساله‌های اخترشناسی بباتقسیمهای بز رگ 
سر و کار داشتند؛ همین کار را کردند . آنها» دستگاه شصت شصتی را 
پرای اندازه گیری‌زاوبه‌وزمان‌بر گز یدند. آنها؛محیط دایره را به ۶۰وی 
یعنی ۳۶۰ قسمت کر دندوهرقسمت را يك درجه نامیدند. هردرجه. شامل 
۶۰ دفیقه وهردقیقه» شامل 2۶۰ ثانیه‌بود. تقسیم ساعت به دقیقه ونانید 
هم به‌همین ترتیب است. ۲ 

- عدنویسی در دستگاه شصت شصتی را بابلیها (مردم سرزمین‌بین‎ ٩ 
التهرین باستانی)به‌وجودآوردند. آنها از دستگاه شصت شصتی درنوشتهدهای‎ 
علمی و آزدستگاه دهدهی در نوشنه‌های دیگر استفاده‌می کردند. عددنویسی‎ 
موضعیده‌کار بردن صفر زا هم‌برای نخستین بار بابلیها کف کردند.‎ 
برای آگاهی بیشتر در این زمینه می‌توانید به کتاب «دپاضیات‌د«شرفه‎ 
مقالٌ «دیاضیات ملتهای‌قديم بین‌اللبریی» مراجمه کنید (م).‎ 


شا ترد جاد و گر ۴۳ 


باوجود این عدد ۶۰ عد دکوچکی نیست وبه کاربر دنآ نآنقدرها 
راحت نیست. بین عددها نز دیکترین عدد به ۰۱۰ که مقسوم علیه‌های 


زیادی دارد» عدد ۱۲ است: 


۱۰۰۱۲ 
۱۲ << ۶ 


۳۹۴ 


۱ و ۱۲ - رویپم شش مقسوم علیف؛ در صورتی که ۱۰ تنم 
برچهار عدد بخش‌پذیراست: ۰۱۰9۵0۲۰۱ ما همچنین به‌ردپای دستگاه 
دوازده دوازدهی هم برمی‌خوریم . مثلا"» سال برابر با ۱۲ ماه و دوجین 
پرابر با ۱۲ عدد است. باوجود هم اینا؛ دستگاه دهدهی پیروزی‌کامل 
بدست آورده است - واین گواه برآنست که بازی باانگشتان» علیرغم 
صلاحدید شعور آدمی؛ چه تأثیر بزر گی در آدمی داشته است. 

زبان قر انسوی‌ گواه‌بر انس ت که آدمیان زمانی‌باانگشتای پا هم‌بازی 
می کر ده‌اندو به همین مناسبت است کهردپای‌دستگاهبیست بیستی در آن‌زبان 
وجود دارد: در زبان فرانسوی هشتادرا «چپار مرتبه بیسست» 
(اوصز-۱2116و) و نود را« چهار مر تبه بیست‌وده»(1 ۷10۵1 اهنا 
می‌گویند. 


قا نو های بخش پذیری 


به‌شرح دستگاه دمدهی می‌پردازیم و وضع عمل تقسبم را دربارة 
آن بررسی میکنیم. 
دراین دستگاه ساده‌تر از همد» تیم بریکی از مقسوم علیه‌هسای 


۴۳ بازیه با پینهایت 


عدد ده است: ۲ ۰ ۵ و ۱۶. این عددها بدون باقیمانده در ۱۰ جا 
می‌گیرد. و این به معنای آنست که همین عددهاء در ۲۱۶-۲۰ و 
۱-۰ ۴ وبه طور کلی» در هر مضربی از ده بدون باقیمانده»می- 
گنچند. همین وضیم در مسورد ۱5۰ ۱۶ ۱۰ وبنابرایین در سورد 
۶۰ و 2-۰۳۹۰ ۱۰۰ ۳ وسخن کوئاه؛ درمورد هر مضربی 
از صد مزار و غیره‌هم صادق است. می‌بینیم که دمپا سدها هزارها 
وغیره» همه پر۲ » ۵ و۱ بخش پذيرند. 


اف می‌ماند که دمید 


م‌آیا يکهاهم بر این عددها بخش پذیرند یسانه. 
عدد ۱۰ از همه عددهای از ۱ تا ٩‏ بزرگتر است؛ واین به‌م‌عنایآنست 
که اگر درعددی» به‌جای یکها؛ رقمی غیراز * وجود داشته باشد» این 
عدد نمی‌تواند بر۱۰ بخش پذیر باشد. تنها عددهایی بر ۱۰ بخش‌پذیرند 
کهیکم| نداشته باشند. نبودن یکها را بارقم* نشان‌می‌دهيم؛ بنابرایسن؛ 
قاعدة معلوم بخش پذیری بر*۱ را بدست می‌آوریم: 

تنهاعده‌هایی چره ۱ بخ پذ برندکه به(قمه خلم‌شده باشند, تنبا عدد يك 
رقمی که بر ۵ بخش پذیر است» خود عدد ۵ است و این فاعده پیدا 
می‌شود: 

نها عددی برد بخ بذپراست که به(قم تیاه نعنم شده باشند, بالاعره» از 
پین عددهای یکرقمی» ۲ > ۴ ۰ ۶و م بر ۲ بخش پذیرند وبتابراین 

عددی بر بخ پذیراست که به ۰۷0 ۰۴یاج خنم‌شده باشد. اینگو نه‌عددها 
را» عددهای زوج می‌نامیم . 

به این تر تیب » همه مقسوم علیه‌های *۱ را به پایان رساندیم» 
ولی هنوز همه امکانات دستگاه دعدهی به‌پابان نرسیده است. یکذبعدی 


شاتره جادو گر ۳۵ 


دراين دستگاه ۱۰۰ است وبه سادگی می‌تدوان همة مقسوم‌علیه‌های عدد 
۰ را جستجو کرد. مثلا عدد ۴ در ۱۰ به‌تعداد درستی جانمی گیرد» 
ولی در ۱۰۰ می‌ گنجدء‌زیرا 2-۱۶۰ ۲۵ <۴. بنابراین»۴مقسوم‌علیه 
۱۰۰-۰ ۲ و به طور کلی همه صدها وطیعاً همة هزارها (زیرا 
۰ ۱۶۰ ۱۶) ومرتبه‌های بعد می‌باشد. ولی ما ازقبل نمی‌دانیم 
که آیا یکما وده‌ها بر ۴ بخش‌پذیر است یانه.برای اینکه بدانیم» عددی 
بر ۴ بخش پذیراست يا نه» آزمایش می‌کنیم که‌آیا عدد دو رقمی-مت 
راست آن بر ۴ بخش پذیراست يانه. مثلاگ عدد 


ار 
پر ۴ بخش پذیر است* زیرا۲۴ بر ۴ بخش پذیراست. اين نتیجه را می- 
توان بايك نگاه تنده بدست آورد» زیرا به هیچوجه لازم نیست به پنج 
رقم دیگری که عدد را تشکیل داده‌اند» توجمهی یکنیم. به همین رتیپ 


می‌توان بلافاصله فهمید که عدد 
۴ ۳۱۲۴۸۶ 


پر ۴بخش پذیر نیست» زیرا از رویمم قرادادن عدد ۴» نمی‌توآن‌ن‌بدون 
باقیمانده به‌عدد ۲۴ رسید. ۱ 

بعد از مقسوم علیه‌های ۱۶۰: به سراغ مقسوم علیه‌های ۱۶۶۰ 
می‌رویم. مثلاگ عدد ۸ مقسوم علیه ۱۰۰نیست» زیسرا ۸ مقسوم علیه : 
هشتاد است وباقیماندة» ۲ بر۸بخش‌پذیرنیست. ولی‌این عدد ۸ مقسوم 
علیپی از ۱۰۰۰ است؛ زیرا ۱۰۰۰ را می‌تسوان به صورت مجموع 
۰ 4-۱۶۰ ۸*۰نوشت» وه رکدام آزاین جمله‌ها هم مضر بی‌از۸هستند. 


۷۶ بازی‌با بینها یت 


بنایراین‌همة هزارها» ده‌هز ازهاء صدهزارها وبعد ازآن بر ر بخش پذیرند 
وبرای اینکه ببینیم عددی بر ۸ بخش پذیراست یانه» کافی است عددسه 
رقمی سمت راست آنرا مورد آزمایش قرار دهیم. 

به‌اين ترتیب» روشی‌پیدا کردیم که به یاریآن می توان به‌سرعت 
معلوم کرد که آبا عدد مورد نظرما؛برعدد دیگری که بر گزیده‌ایم»بخش 
پذیراست یانه. 

ماتنپا بایدبدانیم که آیاعدده ۱ بر عددانتخایی ما» بخش‌پذیراست 
پانه. اگر پاسخ» مثبت است. در اینصورت تنها رقم آخر عدد موردنظر 
ماء به پرسش‌مسأٌله‌پاسخ می‌گوید. اگرهم؛ پاسخ منفی است» باید ببینیم 
علد انتخابی» مقسوم‌علیه کداميك از عددهای ۱۰۰ ۱۰۰۶ یا ۱۰۰۰۰ 
است وسپس,» بستهبه‌این نتیجه گیری» باید ۳۰۷ يا ۴ رقم آشر عدد را 
مورد آزمایش قرار دهیم . 

روشن است» عددهایی وجود دار دکهنه ۱۰نده۱۰ ونه‌هیچکدام 
از توانمای ده» برآنا بخش‌پذیر نیستند» وبه سادگی دیده می‌شود که 
پیشتر عددها چنین‌اند. ولی؛ بسرأی این عددها هم می‌توان باسودجستن از 
از استدلالی که کردیم» قاعده‌عایی پیدا کرد. ساده‌تر از همه می‌توان‌برای 
حالتی که مقسوم علیه مابرابر ٩‏ است» ازاین وضع استفاده کرد: 


۰ ۵ ۱۰۰۰ 4۹-۱۱ ۱ اعد ۱۰ 


دیده می‌شود که ٩‏ مقسوم علیه هیچکدام از عددهای ۱۰ ۱۰۰و 
۰ نیست. هر کدام آزاین عددها کهرا به ٩‏ تقعیم کنیم بساقیمانده‌ای 
مساوی ۱ بدست می‌آید. همین حقیت: که پاقیمانده هميشه مساوی ۱ 
است» ما را به طرف نشانبخش‌پذیری بر٩‏ راهنمایی می‌کند: اگره۱ را 


شا لرد جادو گر وف 


بر ٩تقسیم‏ کنیم» باقمبانده برایر ۱ می‌شود؛ اگر ۲۶ رابر ٩‏ تفسیم کنیم» 
باقیمانده برابر ۲ می‌شود و به طو رکلی: وقتی دهپای يك عدد را بر ٩‏ 
تفسیم کنیم باقیمانده برابر با حمان رقم دهبا می‌شود. 

در تقسیم عدد صدها به٩‏ هم به‌عمین نتیجه می رسیم: درتقسیم 
۶۰ بر به باقیماندة ۱ ودرتقسیم ۲۶۰ بر4: بدباقيماندة ۲ وبه‌طو ر کلی 
درتقسیم عدد صدها بر٩‏ به باقیمانده‌ای مساوی همان رقم صدهامی رسیم 
برای هزارها وده‌هزارها وغیره هم به همین نتیجه می‌رسیم. 

برای اينکه‌بدانيم عددی بر٩‏ بخش پذیراست با نه» آنرا به یکهاه 
دهپا» صدها وغیره تقسیم م ی کنیم . مثلا 

۴ یکه 41 دهه 1 ۲ سده ۲۳۴ 
در تفسیم پر ٩‏ برای ۲ سده به باقیمانده‌ای برابر ۲ وبسرای ۳ دهه به 
باقیمانده‌ای برابر ۳ وبرای ۴ یکه یه باقیمانده‌ای برایر ۴ می‌رسیم. در 
ندیجه باقیماندة کل برابر ۳4-۴-+۲ می‌شود؛ ولی 
۴۹ ۲+۳ 


ایی مجموع بر ٩‏ بخش‌پذیراست. بنابراین؛ عدد ۲۳۴ هم بر ٩‏ بخش‌پذیر 


است. ازاینجا قانون مورد نظر بدست می‌آید: 


عدد داده شده‌وفتی برد بخ پذیر است که‌محمو غرقمهای ]نا بره بخ پذ یر باشد. 
مجموع رقسهای يك عدد به مراتب ازخود عدد کوچکتراست و 


به کمك این قاعده می‌توان بلافاصله معلوم کرد که آیا عددی بر #بخش 


پذیر است یا نه. عدد 


۱۳۹۵۷۶ 


۳۸ ۱ بازی با بینهایت 


را در نظر می‌گيريم. مجموع رقمهای این عدد چنین می‌شود: 
۷ و۷ ۵ ۲4۳۴ 
واز جدول ضرب می دانیم که ۲۷ بر ٩‏ بخش پذیراست. عدد 
زورفا 
بر ٩‏ بخش‌پذیر نیست» زیرا مجموع رقمهای آن 
۸ ۳۴۵4۱۷۲۱۷ ۲3 
پر ٩‏ بخش‌پذیر نیست. 
0 
در پررسیپایی که می‌کردیم» دور وبردشواریهای بنیانی تقسیم 
چرخ‌می‌زدیم»بدون اینکه به‌این دشواریبا برخورد کنیم. ولی؛حتی همین 
چرخ زدن» پرثمر بود: در هبرگام؛ بابستگیمای غیر منتظره‌ای مواجه 
بعدتر» ما حنی تصورمحسوسی‌از تقسیمهایی که دارای باقیمانده 


هستند» بدست خواهیم داد. و این راه را برای دلیرانه‌ترین مفهومهای 
ریاضیات؛ می گشاید 


۴ شاگردد حاد و گر 


در مفومبخش پذیری؛ مطالب جالب بسیار پیدا می‌شو د‌بنابر این 


بدنیست که مقداری با شرینکاریهای مربوط بد تفسیم؛ سرگرم شویم. 
مثلا باید برای ما جالب ب باشد که عددهای دوست هم وجود دارد. 


دو عدد را دوست‌یامتحابه گویند»وقتی که مجموع مقسوم علیه‌های 


شاگرد جاد گر ۳۹ 


خاص ه رکدام از آنپا» برایربا عدددیگر باشد وبرعکس ماخودعددراجزو 
مقسوم‌علیه‌های خاص: به حساب نمی آوریم (مثلا"؛مقسوم‌علیه‌های‌خاص ۰ ۱ 


عبارتست از: ۱ ۲و۵). مثلا" دوعدد ۲۸۴۲۲۰ دوعددمتحابه‌انده زیرا 


مجموع مقسوم علیه‌های حاص ۲۲۰ برابر است پا 


۴ ۱۱۰و ۴ ۱۲ ۱۰۱۱۲۰ ۱۲۴۵ 
ومجموع مقسوم علیه‌های خاص ۲۸۴ پرابر است با 
2۰ ۱۴۲ ۱۲۴۷۲۱ 


عددهایی هم وجود داردکه براپربا مجمو ع مقسومعلیه‌های‌عاص 
شحو دشان‌هستند. به اینگونه عد.دها: عددهایکامل گویند. مثلا؛ ۶یکی از اینگو نه 
عددهاست. مقسوم‌علیه‌های خاص این عدد عبارتست از ۲۰۱ و۳وضمتاً 


۵۰ بازی با بیتها یت 


۱۲۶ 
در قدیم: پرای اینگونه عددهاء خاصیتمای جادویی قایل‌بودند و 
ربه‌همین مناسبت‌با جدیت درجستجوی این عددهابودند. عددهای‌زیادی» 


پااین خاصیت پیدا شد که مناسبتر از همه آنپا؛ عدد ۲۸ است: 


۲۸ ۳ 
۲۴ ۲ 4 ۲۸2 
۷ ۴ 
۴۱۷۷۱۴۰۸ ۱۲ 
دیگر عددهاء به اندازه کافی بزر گک‌اند. هم عددهای کاملی که 
تاکنون شناخته شده است؛ عددهایی زو ج‌اند. حتی دستوری برای‌پیدات 
کردن عددهای‌زو ج کامل و جوددارد با وجود این‌ما تاامروزنمی‌دانیم که 
آیا این دستور ما را به‌عددهای کاملی؛ که به دلخواه بزرگث ساشند» 
می‌رساند یانه! عددهای کامل فرد تاکنون کشف نشده‌اند؛ آیا اصول" 
چنین عددهایی وجود دارد.پرسشی است کههنوز درانتظار پاسخ شود 
مائده است. 
به این ترتیب» مابه کجا رسیده‌ايم؟ انسان به‌خاطر نیازهایی که 
داشت؛ رش عددهای طبیعی را درست کرد؛ این رشته که آفرید‌اتسان 
است وبرای شمردن وانجام عملهای حسابی به خدمت انسان در آمد» 
نتیجه‌ای از شماراست. ولی» انسانی که خود این رشتة عددها رابه‌وجود 
آورده بو دءبعدهاتاحدی تسلط وحاکمیت‌نسبت به آنرا ازدست داد. رشتهً 
طبیعی عددها. زندگی مستقیمی پیدا کرد؛ به نحو ی که کسی به‌خودحق 
نمی‌داد دگر گونیهایی در آن به‌وجود آورده چنان به قانون خاص خود 


شا گر دجاد و گر ۵۱ 


در آویخته بود که حتی درخواب هم کسی گمان نمی برد که انسان؛ 
آفرينندة آنست. شاگردجادو گرء نیروهای جادویی را فراخوانده وحالا» 
خود در بند آنپا گرفتار وبه آنما تسلیم شده‌بود. انسان؛ دنیای تازه‌ای 
را آفرید وسپس ود در درون رازهای ناشی از قانسونهای ایسن دنیا» 
محصورو گر فتارشد. آنوقت این انسان؛ دیگر آفریتندگی خود را ازدست 
داد وتنها به جستج و گری تبدیل شد که‌به بررسی‌بستیگهای‌این دنیای اسرار 


آمیز می پردازد: دنیاپی که خودش به آن زندگی بخشیده بود. 


تصاعد حسابی 


پژوهش وبررسی؛ از اینجپت دلچسب است که درواقع نیازمند 
هیچ دستگاه و وسیله پیچیده‌ای» بسه جز دوچشم تیزبین نیست. یکروزه 
شاگرد ده ساله‌ای پیش من آمد وپرسید: 

من متوجه شده‌ام که اگردنبالة عددها را تا ينك عدد فردرویمم 
بریزیم» مجموعی بدست می‌آید که برایر است باحاصلضرب عدد آخردر 
عدد وسط, مثلا" اگررمجمو ع عددها را ازا تا ۷ در نظر بگیریم» می‌توان 
برای بدست آوردن حاصلجمع» عدد آخر (یعتی ۷) را درعدد ی که‌درست 
وسط ۱و۷ قرار گرفته است(یعنی ۴) ضرب کنیم : ۴۷-۸ ضمناً 
روشن است که 


۸ عون ام ۱۲ 


من می‌دانم که این قاعده هميشه درست است» ولسی نمی‌دانم که چرا 
درست است! 


من پیش خود فکر کردم که این تصاغد حسایی است و وجود 


2۲ بازی با پینهایت 


این قانون برای‌آن طبیعی است» ولی من چطور آنرا بسرای بچة ده ساله 
روشن کنم ؟ من به طرف کلاس بر گشتم و گفتم: 

و« يك مسالد جالب پیدا کرده است! 

من هنوز توضیح خود را دربار؛ موضوع مساأله تمام تکرده بودم 
که زیر کترین دختر لاس طوری ازجا پرید که بهزحمت توانست از 


افتادن حود جلوگیری" کند 
0 1 


کت ی ۳ 


من گفتم اواءبی عقلی نکن» من هنوز حرفم‌را تمام‌تکر ده‌ام ممکن 
نیست به این سرغت» موضوع را فم‌میده پاشی. 
ولی عکس‌العملی طوفانی او۱» بیجهت نبود؛ 


-ورا ۷ را در ۴ ضرب کرده است؛ یعنی 


شا گرد جاده گر 3۳ 


۴4+ ۳1۲۷۴۴۴ 


ولی ود می‌خو استه است که‌مجمو ع 


و۱۲۳۵ 


را بدست آورد. به این نرتیب؛ ده به‌جای عدد ۱ عدد ۴ را به‌حساب 
آورده است؛ تااینجا ۳ واحد بیشتر حساب کرده است. ولی به جای ۷ 
هم عدد ۴ را گرفته‌است واین ۳واحد کمتر است.بنابراین» رویمم احتلافی 
پیش نمی آید. به همین ترتیب ۲ به اندازه ۷ واحد از ۴ کمتر و ۶ به 
اندازه ۲ واحد از ۴ بیشتر است: در اینجا هم اختلافی پیدا نمی‌شود. 
وقتی که عددهای ۳ و ۵ راهم مساوی۴ می گیریم؛ درمجمو عتغییری پیدا 
نمی‌شود. به همین جمت است که دومجمو ع» یکی از آب درمی‌آید. 

من‌باید قدر ادا را می‌دانستم ؛ من‌هرگز نمی‌توانستم با این‌سپارت 
موضوع را روشن کنم! گاهی ازذهن جستجو گرمحققین کوچك‌چیزهایی 
می‌گذرد که بسیار جالب» جدی وشایان توجه است. 

یکی دیگر از شاگردان من» ماویای کوچك فریاد زد: 

- این مثل دفترچه است! 

- روشن‌تر بگوء چه می‌خواهی بگویی؟ ۱ 

- درمسالهُ ما؛ جملٌاول باجمله آخر مقایسه می‌شودبعدجملةٌ دوم 
بایکی‌مانده‌به آخر. درست مثل‌صفحه‌های دفترچه ؛دراینجا هم صفحٌاول‌به 
صفحه آخروصل است وصفحة دوع به صفحدً یکی مانده به آخر. 

گوس » این «سلطان ریاضیدانا: هم وقتی که دانشآمو زکوچکی 
بوده این رابطه را کشف کرد. حکایت می‌کنند که معلم گومی ؛ کدمی- 


۵۳ بازی با نها یت 


خحواست چند دقیقه‌ای استراحت کند» از او خواست که همه عددها از 
۱ تا ۱۶۰ را باهم جمع کند. ولی امید معلم برای چند دقیقه استراحت 
بربادرفت خیلی زود صدای گوس بلند شد: 

- جواب - ۵۰۵۰ ! 

معلم دید که پاسخ گوس کاملا" درست است. ولی او به‌چه‌ترتیبی 
توانسته است؛ بااین سرعت» نتیجه را پیداکند؟ 


سا من متوجد شدم که 


رصح ۰ ۱۰ سل ۱ 
تاه ۲۰۲-۹۹ 
۳-۹۸-۲۱ 


۰ مسرتبه بایسد جمله‌ها را از اول و آخراین دنباله عددهاء انتخاب 
کرد؛ و ۵9۱۰۱ مساوی ۵۹۵۰ می‌شود. 

گوس کوچك» ردیفی ازعددهارا با هم جمع کرده بود؛ تعداد عددها 
برای او زو ج بود» با وجوداین از همان روشی استفاده کرده بود که 
شاگرد من ودا » برای پیدا کردن مجموع هم عددها تا يك عدد فرد.به 
کار پرده بود. اگرروند استدلال را کمی تغییردهيم می‌توانيم دو روش 
را یک ی‌کنیم.يك لطِیفة قدیمی می گوید که کسی نظری به چراگاه‌انداشت 
وبا اطمینان خاطر گفت «در اینجا ۳۵۷ گوسفند وجود دارده. وقتی که 
از او پرسیدندکه چگونه این مطلب را دانستی» پاسخ داد: «خیلی‌ساده! 
من هم پاها را شمردم ونتیجه را بر چپار تقسیم کردم». ریاضیدان هم 
بارها به عمین گونه عمل می‌کند. وقتی که‌مثلا"» گفتگو از مجموع‌همة 
عددهای درست تا يك عدد مفروض باشد» بدون هیچ زحمتی می‌توان دو 


شا ترد جادو گر ۵۵ 


برابر مجموع لازم را پیدا کرد. کافی است عدد اول را به عددآ خراضافه 
کندء عدد دوم را به عدد یکی مانده به آخر وغیره. یرای این منظور» 
می‌توان عددها را دوبار ودر دوسطر زیر هم نوشت. تنما در سطر دوم 
باید عددها را از جبت عکس؛ بعنی از آخر به اول یادداست کرده‌مثلا" 


۲۳۴۵ ۱ ۳ ۱۳۱ 
-۲ ۵41۴۳ 1 ۴1۳۲ 
به این ترتیب» هردو عددی را که می‌خواهیم باهم جمع کنیم» درست 
زیر هم قرار می‌گیرند. از جمع هر عدد با عددی که زیر آن قرار دارد؛ 

بدست می‌آید. 


۰ و بر و مد ولد ولو لو لو یا ۲۰ و ۴ ۵ ۵۵ 1 ۵ 


4 
و این دو برایر مجموعی است که ما لازم داریم. مجموعهای موردنظر 
ما؛ پرابر پا ۱ و ۱۵ است. در واقع 


۵ و لو یا وا م۱4۲۳ 
هماتطور که می‌بينيم این قاغده» برای هردو حالت مناسب است : باید 
مجموع عدد اول (۱) و عدد آخر (۴) رادرتعداد جمله‌ها ضربکئیم 
۴-۰ < ۴۵ ) (۴--۱) ونتیجه‌ای را که بدست می‌آید نصف کنیم: 
۶ ۲۹:۲. این‌قاعده هم روش و« وهم‌روش گوس را برمی‌گیرد. وقتی 
که مجموع 4۵4-۶۷۷ ۱4-۲4-۳۴ را بدست می‌آوريي مجموع 
دوجملةٌ اول و آخر برابر است با ۸؛ ایسن مجموع را در تعداد جمله‌ها 
ضرب م ی کنیم» می‌شود: ۸2۵۶ < 2۷ وئصف این‌حاصلضرب هم برابر 
است پا ۲۸ . در مسالةٌ 4۱۰۰ ... ۱4۲۷ مجموع عددهای او و 


وق ۱ بازی با پیتها یت 


آخر برابر است‌با ۰۱۰۱ اگر این عدد را در ۱۰۰ (تعداد جمله‌ها) ضرب 
کنیم وبه‌عدد ۱۰۱۰۰ می‌رسم؛ که نف آن برایر است با ۰۵۰۵۶ 
درضین» کلاس من‌متوجه شد که این قاعده نه تنهابراي مجموع 
هررشت عددهای‌پشت سرهمپلکه‌برای مجموع هررشتد عددی که تفاوت 
هردوعدد پشت سرهم در آن مقداری ثابت باشد» درست است. مثلا؟ این 


روش را می‌توان درمورد مجموع 

۵۱۱۱ 
هم به کاربرد (عدد نخست را می‌توان کاملا" به دلخواه انتخاب کرد ). 
در این مجمو ع» هرعدد به انداز؛ ۲ واحد از عدد قبلی بسزرگتر است؛ 
همپنین مجمو ع 


۱۰-۱۵۱۰۲۱۵۵ 


که در آن تفاوت هر دو عدد پشت سرهم؛ همیشه‌برابر است با ۵. دراین 


نمونه‌ها هی مجمو ع دو جمله اول و آخربرایر است بامجمو ع جمله دوم 
وجملة یکی مانده به آخر وغیره.در نمونة اول 


۸ ۷آا. ۳۱۸ اد 
و 44٩‏ مجموع دو «حمله وسطه همبرابر با ۱۸ می‌شود. درنمونة دوم 


۱۰۳۵ 2۰ ۱۵4۳۰ ۴۵ ۲۰۸۲۵۵ 


ریاضیدانها اینگونه دنباله‌ها راء که در آنما هرعدد با تفاوت ثابتی به 
دنبال عدد دیگر آمده است - تصاعدحسا بی گویند. 


شا گرد جادو گر و( 


مساحت مستطیل وساحت مثلث 

این مطلب جالب است که‌يك فکر درشاخه‌های گونا گون‌رپاضیات» 
پیدا شده است. مثلا"؛ همین روشی که برای یافتن مجموع جمله‌های‌يك 
تصاعد حسایی به کارمی‌رود؛ برای جستجوی مساحتها هم می‌تواندمورد 
استفاده قرار گیرد.مساحت مستطیل را خیلی ساده می‌توان پیدا کرد: مرب 
کوچکی را به‌عنوان واحد برمی‌گزبنيم و معلوم می‌کنیم» چندتا از این 
مربعیا لازم است تاباآنها بتوان سطح مستطیل را به‌طور کامل پوشانید. 
فرض مي‌کنیم که این مربع واحد؛ يك‌سانتیمتر مربع باشد» یعنی مربعی 
که هم طول وهم عرض آن مساوی يك سانتیمتر است: 


هشت تا آزاین مر بعهاراء پپلوی هم می‌چینيم : 


۱ ۱ ۱ 


يك مستطیل بدست می‌آید. از آنجا که این مستطیل خیلی باريك است: 
سه تا از این مستطیلها کنارهم قرارمی‌دهیم 


۵۸ بازی با پینها یت 


این مستطیل از ۳4۸ یعنی ۲۴ مربع درست شده است. اگر مستطیلی 
داشته باشیم که طول آن ۸ سانتیمتر وعسرض آن ۳ سانتیمتر باشد» 
می‌توانیم بگوييم که در آن ۳۱۸ یعنی ۲۴ مربع جامی گیرد. به‌این 
ترئیب است که‌قاعدة کلی می گسوبد: مساحت مستطیل برایر است با 
حاصلضرب دوضلع مجاور آن ". 

در گفتگوی ازمستطیل» به اینمم توجه می‌کنیم که ضلاع‌ای‌مجاور 
آن يك زاوية قائمه مي‌سازند (همچنین می‌توان گفت که ضلهسای‌مجاور 
مستطیل برهم عمودند). مثلا" دیوارهای خانه, زاو قائمه تشکیل 


می‌دهند و ضمن ساختمان باید خیلی دقت کرد تا اين وضع به‌وجودآید: 


يك ضلع زاویه قائمه نه به ضلع دیگر نزديك شده است (مثل زاویحاده) 


ونه از آن دورشده است «مثل زاویة عنفرجه): 


به حالتی که نتوان واحد طول را به تعداد معینی روی‌ضلعهای 
مستطیل جاداد» دوباره برخواهیم شتا 


شا گرد جاد و گر ۹ 


راگر دبوارها زاویه‌های حاده یامنفرجه باهم بسازند» به‌سادگی 
فرور می‌ریزند). دوضلع زاوية قائمه» نسبت به هم درموازنة پایداری 
هستند ‏ 

درشکلی عم که بهوسیلة سه‌خط راست محدود شده است؛ یعنی‌در 
مثلت» ممکن است زاویهة قائمه وجود داشته باشد والبعد تنپایکی. اگر 


باور ندارید» می‌توانید آزمایش کنید» هميشه دوزاویه مثلث حاده از 


| 


ضلمهایی از مثلث را که زاویه قائمه تشکیل داده‌اند» صلعهای مجاور 


به زاویه قائمه وضلعی راکه روبروی به زاویه قائمه قرار گرفته است: 


آپ درمی‌آید: 


وثر می‌نامیم. 
از آنجاکه در مثلث» زاویه‌های حاده وجوددارد: چنین مثلث‌قائم 
الزاویه‌ای رانمی‌توان با مربعم‌ای بهه‌ساحت واحد پوشانید. 


حتی در ردیف پایین هم قسمتی باقی می‌ماند (قسمت خط خورده)» که 
نمی‌شودآنرا به‌وسیلة مربعهای و احدپر کرد, به اين‌ترتیب؛ به‌نظرمی‌رسد 


۰و بازی با بینها یت 


که محاسبة این مساحت» دشوارتر است. 

ولی؛ این دشواری را می‌توان خیلی زود برطرف کرد: وقتی که 
نمی‌توان يك مثلث رابامریعهای واحدپوشاند» دومثاث رابا این مربسبا 
می‌پوشانيم. دومثلث قائمالزاویه را طوری‌کنارهم میگذاربم که‌وترهای 
آنها کاملا" بریکدیگر قرار گیرند؛ يك مستطیل بدست‌می‌آید: 


1ص 


مساحت این شکل را می‌توانيم بدست آوریم: باید طول دوضلم مجاور 
آنرا در هم ضرب کرد. این دوضلع مجاور» چیزی جزهمان ضلعهای 
مجاور به زاوبة قائمةٌ مثلث نیست.ازاین راه دو برابرمساحت مثلث 
بدست می‌آید» کافی است آنرا نصف کنیم تامساحت موردنظر پیداشود. 
به‌این ترتیب؛ راهی برای محاسبه مساحت مثلث قائم‌الزاویه بدست 
می‌آید: دوضلع مجاور به زاویهُ قائمٌ آنرا درهم ضرب می‌کنیم وسپس 
نصف این حاصلضرب را بدست می‌آوریم. 

اگرفیثاغورث را به‌حاطر آوریم که دوهزار سال پیش يكرسالةً 
کامل وتمام عیار ریاضی به جهان هدپه کرده‌است می‌توانیم به‌روشنیء 
شیاعت بین مجموع جمله‌ها در تصاعد حسایی را با آنچه که هم اکنون 
گفتیم» پیدا کنیم. اقلیدس؛ هم مقپوسهای حساب را به‌صورت هندسی 
توضیح می‌داد. او به‌جای عددهای پشت سرهم 


شاگرد جادو گر ۶۱ 


وا ۳ ۵ ۱ 
دنبالهٌ این شکلپا را در نظرمی گرفت: 
ا 
0۲ 
۳ 
۱ 
به‌همین مناسبت؛ مجموع 


۱۲۳۴ 


برای او» به‌صورت این مثلت پله کانی درمی‌آمد: 


باهمان روشی که همین مجمو ع را به ترتیب عکس» زیریا بالای 
آن می‌نوشتیم» دراینجا هم می‌توان مثلث پله‌ کانی دیگری آزهمین نوع 
را روی آن قرار داد: 


۶۲ بازی با بیلها یت 


به‌این‌ترتیب» ۴روی۳:۱روی ۲۶۲روی ۳و اروی۴قرارمی گیر د. درهرستون 
۵ مریم وبنابراین رویهم ۴2۲۶ »۵ مربع وجوه دارد. و این کاملا" 
شبیه اینست که بکوئیم مستطیل به‌طول چپار واحد وبه‌عرض پنج‌واحد 
است؛» وبنابراین» مساحت آن شامل ۵ »۴۱ واحد «ساحت» است. این 


مقدار» پرابر با دو برابر مجموع مورد نار ماست. مجموع مورد نظر ما 
مساوی نصت ایسن مقدار و مساحت مثلث پسله کانسی هم مساوی نصف 
مساحت این مستطیل است. این نمونه به خوبی نشان می‌دهد که چگونه 
ممکن است یك مفمهوم؛ یکیادرحساب وباردیگردر هندسه به کار رود. 
وما بارها و بارهاء به این موضوع برخورد خواهیم کرد. 

۵ د گر گونیهایی در زمینة اصلی 

فطرهای چندضاميهای محدب 

در کجا ممکن است جمع عددهای پشت سرهم باشروع اژ ۱لازم 
شود؟ در مسأّله‌ها وموردهایی به این موضوع نیاز پیدا می‌شود؛ که در 
ظاهر امر هیچ بستگی بین آنها دیده نمی‌شود. 


ما در بار؛ مثلشها وچپار ضلعیها گفتگو کرده‌ايم. به‌طور کلی؛ 
به شکلی که به وسیلغپاره خطمهای راست محصور شده‌بساشد» چندضلبی 


۹ 


۶۳ 


شا گردجادو گر 


چند صضلعیمایی که دراینجار سم کر دهایم ؛چند ضلییهای محدب‌نامیده‌می‌شود. 
در هیچکدام از آنها» فرورفتگیسایی؛ آنطور که در چندضلعیم‌ای زیردیده 


می‌شود: وجود ندارد: 


تس یر 
۱ 
این دو گروه چندضاعی را به‌این ترتیب از هم جدا م ی کنن دکه چندضلعی 


مربوط به گروه دوم باامتداد بعضی از ضلعپای آن بسریده می‌شودء در 
حالیکه برای چندضلعیهای گروه اول» ابن ویژگی وجود ندارد؛ 


خودتان آزمایش کنید» می‌بینید که برای چند ضاعیبهای گروه اول» 
چنین خاصیتی وجود ندارد. از این به‌بعد ما تنبا در بارة چندضلعیهای 
محلب گفتگو خواهیم کرد. ۱ 
پار هخطی که دوراس‌غیرمجاور يك چندضلعی را به هم می‌پیوندد» 
قطرچند ضلعی نامیده می‌شود (پاره‌عطی که دو رآس مجاور را به هم 
می‌پیوندد» همان ضلع چند ضلعی است). چندقطر يك‌چندضلعی را رسم 


۶۳۴ بازی با پینها پت 


م ی کنیم : 


حالاء این پرسش را درنظر می‌گیریم : در يك چندضلعی مفروض» 
ومثلا" در بك هشت ضلعی چندقطر می‌توان رسم کرد؟ 

دو راه وجود دارد. 

اگر حتی تنام قطرمای چندضلعی را رسم کنیم شمردن آنها کار 
خیلی ساده‌ای نیست؛ زیسرا به‌صورت دردم وانبوهی؛ سطح چندضاعی 
راپوشانده‌اند. 


ولی مي‌توان مسأّله را ببه این ترئیب ساده‌ کرد که در ابتدا بین 
راسپایی که به هم می‌پیونديم و راسهایی که به هم نمی‌پیوندیم» تفاوت 
نگذاریم» ب‌زبان دیگ ضلعپا را هم جزو قطرهای چندضلعی به‌حساب 
آوریم. وقتی که ما می‌دانیم که‌تعداد ضلعها مساوی هشت است» آنوقت 
کافی است از نتیجه‌ای که بدست می‌آوریم؛ این عدد ۸ با کم کنيم. 


شا گرد جاد و گر ۶۵ 


حالاء مساّله به ایتصورت درمی‌آید. ما هشت ضلعی را دراختیار 
دارم : 


سل 


 هوت‎ 


و ۴۰ 
ومی‌خواهیم بدائیم به‌چند طریق‌می‌توان اين نقطه‌ها را به‌هم وصل کرد؟ 
دوراه وجود دارد. 
ابتدا می‌توانیم یکی از نقظه‌عا را بدهمة نقطه‌عا وصل کنیم و به 


این ترئیت هفت پاره حط بدست آوریم: 


سپس نقَطهُ بعدی را به‌دیگر نقطه‌ها وصل می‌کنیم (یعنی به نقطه‌هایی 
که بار اول به اپن نقطةً دوم وصل نشده‌اند)؛ پنابراین علاوه بر ۷پاره 
خط اول که در گام اول بدست آوردیم» ۶ پاره خحط دیگر اضافه‌می‌شود: 


۶ بازی با بینها یت 


حالا» نقَطةُ سوم را به نقطه‌عای در وصل می‌کنيم دبه جز نقطه‌های اول 
ودوم» که قبلا" وصل شده است) و۵ پاره خط تازه بدست می‌آوریم. به 
همین ترئیب» ازوصل نقطة چپارم به نقطه‌عای باقیمانده» ۴ پاره خط‌از 
وصل نقطة پنجم» ۲ پاره خحط از وصل نْقَطه ششم» ۲ پاره حط واز وصل 
نقطة هفتم» ۱ پاره خط جدید پیدا می‌شود. نقطهٌ حشتم» خود به خوده به 
همه نقطه‌های دیگر پیوسته است و بنابراین پاره خط تازه‌ای بدست نمی 


آید. در نتیجه بدست مي آید: 


۵۴4۳۲ ۷۶ 
ویا اگر به ترتیب عکس بنویسیم: 
۱1۲۳۴۵ 
راه دینگر اینست که معلوم کنیم هر رأس را با چند پاره حط 
می‌توان به رآسم‌ای دیگر وصل کرد. روشن است که تعداد این پاره‌عطبا 
برابر است با ۷: هررأس را می‌توان به «فت رأس دیگر وصل کرد. 
در اینجا ممکن است گرفتار يك اشتباه بشویم: چون از هر رأس 


می‌توان به هفت رأس دیگر وصل کرد بتایر این رویمم به‌اندازه ۷۸ 


پعنی ۵۶ پاره خط وجود دارد. ولی این نتیجه گیری نادرست است؛ زیرا 


شا گردجاد و گر و 


هرپاره حط که دوراس را به هم وصل می‌کند؛ دوبار به حساب می‌آید. 
مثلا" دو رس ۱و۶دوبار به هم وصل شده‌اند» یکبار وقتی که رس ۱ 
را به دیگر رأسپا وصل کرده‌ايم و بار دوم» وقتی که رأس ۶ را به‌بقیة 
رأسپا پيوسته‌ايم. به‌این ترتیب» اشتباه ما دراینجاست که هر پاره‌خطرا 
دوبار به حساب آورده‌ايم. پاسخ درست» ازاینجا بدست می‌آید که‌نتیج 


قبلی را نصف کنیم : -- ۲: ۰۵۶ 


هردو راه؛ باید به يك نثیجه برسد؛ بنابراین مجموع 


دعوم ۱۲ 


پرابر است‌باتصف حاصلضرب ۷« ۸. واین؛ همان روشی است که‌شاگرد 


من ودا» آنر | پیدا کرده بود. 
تررکببهای دوعضوی 


زمینة مورد بررسی را مي‌توان کمی‌تغییر داد ومساله رابه‌صورت 
دیگری‌تنظیم کسرد. چون هرپارهعط» دوراس را به‌هم‌می‌پیونده.حق‌داریم 
این‌پرسش راء بکنيم. ازهشت رس به‌چندطریق می‌توان دورس را انتخاب 
کرد؟ضمنآ بچوجه لازم نیست که اینها؛ رأسپای يك‌چند ضلعی باشند. 

همچنین می‌توان این پرسش را طرح کرد: به چند طریق می‌توان 
دوتوپ را از بین هشت توپی که رنگهای مختلف دارند. جداکرد.؟ 

يا اینکه به چندطریق می‌توان نخستین زوج را از بین هشت 
بچه انتخاب کرد؟ 

ریاضیدانم!» همذاینگونه‌پرسشها راء به‌این ترتیب‌تنظیم می‌کنند: 
چند تر کیب دوعضوی می‌توان از هشت عضو تشکبل داد؟ 


۶۸ پازی با بینها بت 


اگر ای عضوها را با عددهای ۶۰۵۰۴۰۳۰۲۰۱ ۷و۸ 
نان دهیم ؛ ت رکبیهای دوعضوی یا به‌طور خعلاصه» زوجهایی) که از 
آنپا تشک می‌شود؛ چنین است: 
۷۸ ۶۷ ع۵۶ ۳۵ ۳۴ ۳۳ ۱۳ 
۶2۸ ۷ ۴۶ ۳۵ ۳۴ ۱۳ 
۵۸ ۴۷ ۳۶ ۳۵ ۱۴ 
۳۸ ۳۷ ۲۶ ۱۵ 
۳۸ ۳۲ ۱۶ 
۳/۸ ۱۷ 
۱۸ 
با این ترتیبی کد نوشتیم؛ روشن است که تعداد ترکیبما راز راست به 


چپ برابر است با 


۱4۲1۲۲۴۵۶۷ 
در اینجا هم ؛راه حل دیگری‌برای مساله وجود دارد؛ هر عنصر 
می‌تواند با یکی از ۷ عنصر دیگر؛ یسك زو ج‌تشکیل دمد. بنایراین برای 
۸ عنصر ۸۷ زوح بدست می‌آید. ولی بااین روش مرزوج را دوپار 
به حساب آور ده‌ايم زیرا درهرزو ج»یکبار اولی را بادومی ویکباردومی 
را بسا ارلی متحد کرده‌ايم. به‌این ترتیب؛ باید حاصلضرب ۸3۶۷ را 
نصف کنیم تا پاسخ پرسش خود را بدست آوریم. 


دستورها 


باوجودی که از جاعای به کلی متفاوت آغاز کردیم نتیجه‌ای که 
, 


بدست آوردیم کاملا" یکی بود. ومن‌نمی‌توانم در برابر این وسوس دکه 


شا گرد جاد و گر ۶2٩‏ 


این نتیجه گیری یگانه را می‌شود به‌باری يك دستوربیان کرد پایداری 
کنم.ولی پیش از آن می‌خواهم توجه خواننده رابه‌نکته‌هایی جلب کنم. 
پرانتر درزبان ریاضیات به معنای این نیست که می‌خواهیم؛ به‌خواننده 
توضیحی اضافه‌بدهیم؛ آنطور که درزبان معمولی‌رایج‌است. در ریاضیاتء 
آنچه را که داخل پرانتز قرار می‌دهند؛ به معنی به هم پیوستن آتهاست. 
مثلا 6۶( (۲+۳) به اين معناست که باید نتیج جمع ۲+۳ یعنی ۵ 
را در ۶ ضرب کنیم؛ درحالیکه عبارت بدون پرانتز ۲+۳۶ به این 
معناست که باید حاصلضرب ۶ ۳۱ را به ۲ اضافد کنیم (بنابر قرارداد 
عمل ضرب «نیرومندتر» از عمل جمع است و بنابراین لزومی نسدارد به 
شکل ۲٩-)۳۶(‏ نوشته شود). هر کسی می‌داند که نصف عددهای ۰۴ 
۱ 

۲ 


۶وه۱ را می‌توان به ما - نوشت؛ تة ۱ توان 
و۱۶ را می‌توان به صورت 0 و "+" نوشت؛ تسیم رآهم می‌تو 


۲ 
به صورب همین «کسرها» نوشت. 
حالاء آخرین عدد مجموعی که با شرو ع از۱ : پشت‌سرهم آمده‌انده 
به و نشان می‌دهیم. مجموع دو جملذ اول آشر؛ برابر ۱4-9 می‌شود. 
این مجموع راباید درتعداد جمله‌ها» یعنی 8 » ضرب وسپس حاصلضرب 
را بر ۲ تقسیم کنیم. به این ترتیب می‌نوان همه انواع حالتهایی را که 
بررسی کردیم» با این دستور نشان دهیم : 


«رمبو) 
۲ 


ص .۱۲۲ 


ریاضیات یعنی زبان خاصی که تنها از يك نو نشانه گذاری 
استفاده می‌کند. در دستوری که نسوشته می‌شود نشانه‌ها هیچ معنای 


خاص و یا محتوی نعینی نداررند. هر کسی می‌تواند به این دستور؛ هر 


۷۰ بازی با بینها یت 


مفمو می را کدعو دش می‌خو اهد نسبت بدهد : بر أ ی کسیبه‌معنای‌جستجوی 
تعداد قطرهای‌يك چند ضلعی‌و بر ای دیگری.به‌معنای‌تعدادانوا ع‌تر کیبهای 
دوتایی است. وتا چه اندازه خوشحال‌می‌شویم: وقتی که توانسته ایمتعداد 
زپادی از مساّله‌ها را به‌صورت يك دستور نشان دهیم . 


صندسةٌ بدون )ندازه گیری 


در استدلالمای قبلی‌ما؛ دو انگیزه وجود داشت.‌هندسی‌وحسابی. 
بازهم کمی به انگیز؛ مندسی پپردازيم. 

دو باره به شکلی که هشت ضلعی را با هم قطرهای آن نشان 
می‌دهد. نظری بیندازید. این شکل خیلی درهم وبرهم است» زیرا قطرها 
در هم فرو می‌روند ویکدیگر را قطع می کنند و نقطه‌های برجورد» خیلی 
ساده از جلو چشم درمی‌روند. با وجود این ما بسا وضع خوبی سر کار 
داریم؛ زیراچند ضلمی‌ما محدب است و دست‌کم رأسیا در بیرون‌قرار 
گرفته‌اند وبا نقطه‌های برخورد قطرهاء مخلوط نمی‌شوند. اگر هر قطر به 
صورت يك نخ لاستیکی به دو راس محکم شده بود و می‌توانستيم آنرا 
به طرف بالا يکشیم» شکل روشن‌تر وساده‌تر دیده می‌شد. يك قطر را در 
نظر می‌گرفتیم» قطر دوم رابالاتر از آن قرار می‌دادیم» قطر سوم را بالای 
قطر دوم و به‌همین ترتیب» به نحوی‌که هیچکدام از آنا باهم برخوردی 
نداشته باشند. درچنین صورتی» شمردن قطرهاساده می‌شد؛ زیراوقتی که 
قطرها را بکشیم و «درازثر» کنيم تعداد آنها؛ تغییر نمی‌کند. 


مکان شناسی ( تو پو لوژی) 


شاه ویژه‌ای در هندسه وجود داردکه کارآن پررسی حاصیتهایی 
از شکل است که اگر شکل را از لاستيك درست کرده باشیم و آثرا به‌عر 


شا گردجاد و گر ۷ 


اندازه که بخواهيم به‌هم بفشاريم و يا از هم باز کنیم؛ این خاصیتها 
تغییر نکند. این شاخه هندسدرا توپولوزی (مسکان شناسی)می‌نامند. ایسن 
موضوع جالب است که باوجود آنکه در این دانش نمی‌توان از اندازه 
گیری گفتگو کرد (زیرا وقتی که سطح شکل به هم فشرده و با از هم 
بازمی‌شوده هم اندازه‌های حطی وهم مقدار زاویه‌عا تغییر می‌کند) باز 
هم قسمتی ازهندسه است. برای ما این مطلب اهمیت شاصی دارد که‌از 
زمان پیدایش توپولوژی: مدت زیادی نمی‌گذرد وما سرچشمٌ به وجود 
آمدن آنرا می‌دانیم. ما می‌توانیم با چشممای خود ببینیم که چگونه‌ازيك 
بازی ساده شاه کاملی اژ ریاضیات » پیدا شده است. 

این بازی» صورت معمایی دارد و به پل کینگسودگك ( 6لپنینگراد 
آمروزی) مر بوط می‌شود. دوجزیره در رودخانه پرگل در کلینینگراد » یبد 
وسیل هفت پل » به هم وبه ساحل مربوط شده‌اند: 


21 بازی با بینها یت 


باید به این پرسشپاسخ داد: آیا می‌توان ازيك نقطةٌ دلخواه شهر خارج 
شد. ازروی همه پلا عبور کرد ودوباره باهمان جای اول رسید؛به‌ نحوی 
که از روی «ریل تنها یکباربگذریم؟ تلاش کنید این مساله را حلکنید. 
خیلی زود می‌توان متوجه این مطلب شدکه اگر همه پلهایی که به يك 
ساحل یا به يك جزیره می‌روند» دريك نقطه به هم پرسند» مساله تغییری 
نمی کند (تنها در اینصورت» گردش در خشکی حذت می‌شود)؛ یعنی» 
اگر طرح به این صورت باشد: 


این وضع‌به‌ما اجاژه می‌دهد تاطر ح ساده‌ای‌بکشيم رشکل‌بالای صفحیعد) : 

حالا می‌توانیم مسأّلة ودرا به‌این ترتیب طرح‌کنیم : آیا می‌توان 
این شکل با ويك‌حر کت قلم» وبدون اینکه مداد را از کاغد جدا کنیم» 
رسم کنیم «کما اینکه؛ وقتی کسی گسردش خود را از روی پلها انجام 
می‌دهد» هرگز به‌هوانمی‌پرد)؟ ضمتاً هیچ خی را نباید دوبار رسم کنیم 


شا گرد چاد و گر ۱ ۷۳ 


اه تام مس تس 


ودرآخر کار هم باید به همان نقطة نخستین بسرسیم. مسأله‌مایی زاین 
قبیل برای شما تازگی ندارد» چه‌کسی از شماء» چنین پساکتهایی را رسم 


نکرده است؛ 


روشن است که‌چنین پرسشهایی»به شاخةٌ توپو لوژی مربوط می‌شود. 
اگر فرض کنیم که اين شکل از لاستيك درست شده است وما بتوانیم 
آنرا از اطراف بکشیم پا به هم بفشاريم وبه طور خلاصه به هرنحوی که 
بخواهیم تغییر شکل بدهیم؛ در پاسخ به این پرسش که آیسا می‌توانیم 


۷۴ بازي با پینها بت 


شکل را با يك حرکت قلم رسم کنیم يا نه» تغییری نمی‌دهد؛ تنهانمی- 
توانیم آثرا پاره کنیم وقسمتهای جداگانه آثرا به هم بچسبانیم. 

ثلو ناداولی ریاضیدان بزرگ» پاسخ کلی پرسشهایی ازایسن قبیل 
را پیدا کرده است. وقتی که يك شکل را بعوانیم با حرکت يك قلم 
رسم کنیم» به‌تحوی که دوباره به نقطه‌نخستین بر گردیم» به ایسنمعناست 
که ابتدا مداداز نقطنخستین ار جمی‌شوده وسپس‌به‌همان نقطه‌برمی گر دد. 
ضمن دور زدن شکل» هر چند بار که مداد به يك رأس می‌رسد؛ به همان 
تعدادهم از آن خارج می‌شود؛ تا اینکه‌بتواند حرکت خود را ادامه دهد. 
بنابراین» هرخطی که به‌يك نقطه وارد می‌شود متناظر با خطی است که 
از همین نقطه خارج می‌شود؛ به‌اين ترتیب باید در هررأس؛ تعداد زوجی 
شووط به هم رسیده باشند. می‌توان ثابت کردکه این شرط» کافی هم هست . 
ار تعداد خطهایی که در هررآس شکل به هم رسیده‌اند» زو ج باشد» در 
اینصورت هميشه می‌توانیم چنین شکلی را بايك حرکت قلم رسم کنیم 
به نحوی که سرآخر به‌نقط نخستین برسیم. 

به این ترتیب: گردش در کالیینگراد ممکن نیست» زیرا تعداد 
خطمهایی که در رأس سمت چپ به‌هم رسیده‌اند برابر ۵ ودر دیگررآسم! 
برابر ۳ است» یعنی درهمه جا تعداد خطما؛ عددی فرد است. 

اماء در بارة رسم پاکتما» پاکت اول را می‌توان با يك حرکت 
قلم رسم کرد؛ به شرطی که از فرض رسیدن به‌نقطه نخستین؛ صرفتظر 
کنیم. در رأسهای بالای مستطیل؛ ۴ خط به عم رسیده‌اند» در بالاترین 
رأس؛ دو خط و درم کز مستطیل؛ ۴ خط. در همه این حالتها؛ تعدادخطما 
زوج است» ولی کار در دورأس پابین عراب می‌شود؛ زیرا در هر کدام 
از این دو رأس سه خط به هم رسیده‌اند ولی» اگر موافقت کنیم که آغاز 


شا گرد جادو گر ۷۵ 


رسم شکل از يك رأس وپایان آن در رأس دیگری باشد؛ می‌توانیم بايك 
حرکت قلم» وپه ترتیب زیرء آنرا رسم کنیم : 
۲ ۰ ۰ ۰ ۰ 
ی ۰ 
۳ ۰۰1۰-1۳ 
ت‌ ۰ 
پاکت دوم حالت نومی دکننده‌ای‌است» زیرا درآن» تعداد رآسپای 
خارج از قاعده» بیش از دوتاست. در رأس بالا و درمرکز پاکت» تعداد 
خطهایی که به هم رسیده است» زوج است» ولی درهر بك از چهار رس 
دیگر» ۳ حخحط به هم رسیده‌اند, 
و این همان بازی است که توبولوژی را به وجود آورده است. 
ولی» نماید گمان کرد که توپولوژی به همین سر گرمیپا محدود می‌شود» 
امروزه این شاخ ریاضیات چنان پیشرفت کرده که به صورت یکی از 
رشته‌های مهم دانش در آمده است. توپولوژی در سایر رشته‌های‌دانش 
مهم کاربردهای زیادی پیدا کرده است؛ مثلاء درفيزيك‌برای پررسی‌عبور 
جریان از هادیبا ودرشیمی برای ساختن مدلها ونمونه‌های ملکولی» به 
توپولوژی نیازدارند. به‌طو رکلی» روشهای توپولوژی؛ هميشه درجاهایی 
پدیدار می‌شود که سرو کار ما با نوعی از ساختمان یك شیء باشد کهبه 


اندازه‌های آن توجپی ندارد. 
تساوی و تنا به 


حالا ء کمی در این باره گفتگو می کنیم که درتوپولوژی چه مشپومهایی 
از هندسه را کنار می‌گذارند. به عنوان نمونه» مفرومبای تساوي وتشابه 


۷۶ بازی با بینها پت 


از اینگونه‌اند. به حصوص تساوی وتشابه‌مخلشها نقش عمده‌ای درهندسه 
دارند» زیرا هرشکلی را می‌توان به مثلشهایی تبدیل کرد؛ مثلا يك چند 
ضلعی به كمك قطرهایش به مثلث تبدیل می‌شود: 


سس ]مسر 


م2 


حتی دایره رامی‌توان» بامقداری گذشت به‌صورت شکلی در نظر گرفت» 
که ازمشلنما تشکیل شده است(مابعدا دوباره به‌این مطلب برمی‌گردیم)» 
تنها لازم است که شعاعبا را به اندازة کاقی نزديك به هم رسم کنیم : 


در اینصورت. هر کمان؛ به نقریب به صورت يك پاره خط راست به‌نظر 
می‌رسد. (من می‌دانم که در درس ریاضی: وقتی از کلمه «دبه تقریب» 
صحبت می‌شود؛ آنرا احساس نادرستی می‌دانشد که به‌تردید ودودلی منجر 
می‌شود: ولی من به موقع خود مفموم دقیق این حالت را روشن خواهم 
کرد.) 

دومثلث را برابر‌گویند» وقتی که بتوان یکی از آنپا را بردیگری 
قرار داد» به نحوی که بةطور کامل آنرا بپوشاند. مثلاگ دومخلبثی که‌در 
این شکل می‌بینید: دارای این خاصیت هستند: 


شا گرد جادو گر وف 


اگر این مثلشبا را از صفحه کتاب جداکنيم و رویمم قرار دهیم» تساوی 
آنما روشن می‌شود. وقتی که این دو مثلث را رویمم قرار دهیمء اجزاء 
آنها کاملا" بریکدیگر قرار می‌گیرند؛ تعداد ایین اجزاء درمثلث مساوی 
۶ است (۳ زاویه و ۳ ضلع). ولی برای این تساوی» کافی است سه‌تااز 
این اجزاء برهم منطبق شوند. مثلاً دوضلع وزاویدایکه بین آنما قرار 
گرفته است «شکل اول صفحة بعد را ببینید): 
در چنین صورتی» اگر دوزاویه مساوی را رویهم قرار دهیم اتتهای‌دو 
ضلعی که در دوطرف این زاویه قسرار گرفتهاند پر انشهای ضلعهای 
نظیزشان درمثلث دیگر واقع می‌شود » ضلع سوم مثلث اول از این دو 
نقطانتهایی می‌گذرد وبتابراین چاره‌ای‌ندارد جزاینکه برضلع سوم‌مثلث 
دوم منطبق شود. 

دردومثلث‌متشابه»وقتی که‌به‌يك شکل باشند. ولواینکه اندازه‌های 


سته دواد 4 کت شدن دیگری 3 
مسا ۳ خلئها رابا چکتر ث ۱ 
ی ندا 7 3 وا یکی از با وراد کوج 2 
و ۷ 


بدست آورد: 


شا گرد جاد و گر ۷۹ 


مثلا" می‌توان فرض کرد که از مثلث بزرگتر عکس گرفته‌ايم وتصویسر 
کوچکتر آنرا در پایین بدست آورده‌ايم. طول ضلعپای مثلث کوچکتر 
را به هر اندازة که‌بخواهيم؛ می‌توان در نظر گرفت؛ زیرا دوربین عکس 
برداری اجازه می‌دهد که تصویر آنرا به دلخواه کوچك کنیم. تنهاباید 
توجه کنیم که دوربین» نصویر راتحریف نکند؛ که هر دو ضلع مثلث 
به‌يك اندازه کوچك شودووضع آنپانسپت په‌هم تخیور نکنده که در اپتصورت 
زاویه‌عای مثلث تغییر نمی کند. 

می‌بینیم که‌دردو مثلث‌متشا به» ضلعپابه يك نسبت‌بزرگ يا کوچك 
می‌شود (وبه طور خلاصه ضلعها معناست‌اند)» ولی زاویه‌ها تخییر 
نمی کند. 

با وجود این برای تشابه دو مثلث کافی است که زاویه‌های 


نطیر آنپا برابر باشد. به این ترتیب »| گر بخواهیم مثلثی متشابه با ایین 


مثلث پسازيم: 


یکی ازضلعهای متلث دوم ومثلا" ضلم پابینی آثرا به اندازة دلخواهرسم 


م ی کنیم : 


وسپس در دو انتمهای این پاره حطء مساوی زاویدهای پاییتی مثلث اول 


قرار می‌دهیم : 


۸۰ بازی‌یا بینها بت 


اجزاء دیگر این مثلث دوم را دیگر نمی‌توانیم به دلخواه انتخاب کنیم» 


ژیرا اگر ضلعمای دوم این زاوبه‌ها را ادامه دهيم خلت کامل مورد 
نظر ما بدست می‌آید: 


واين همان مخلبی است که با مثلث اصلی مامتشابه است. به‌همین‌مناسیت 
است که درمثلشهای متشابه؛ تنها گنتگو از دو زاوید برابر است. 

در هرگامي که درهندسه برمي‌داريم به‌شکلمایی برمی‌خوریم که 
يا با هم‌برابرند و یامتشابه بایکدیگرند. مثلا" در ذوزنقة متساوی‌السافین 
که در اینجا رسم کرده‌ايم؛ مثلشهای سفید با هم برابر (یعنی می‌توان 
آنها را برهم متطبق کرد) ومشلشهای خط خورده متشابه‌اند. 


ولی» در توپولوژی هیچ گفتگویی از برابری با تشابه شکلها وجود 
ندارد» زیرا اتبساط وانقباضء هم اندازه‌ها وهم‌نوع شکل رأنغییر می‌دهد. 
در توپولوژی؛ حطبهای راست ممکن است به شطهای منحتی تبدیل شوند 
ویا حتی از صفحه «خار ج» شوند. 


چند وجهیهای منتظم 


این موضوع بسیار جالب است که توپولوژی می‌تواند به پرسش 
موبوط بسه تعداد چند وجهیهای منتظم ؛ پاسخ گوید؛ اگر چه مفبوم 
«منثظم »۰ دقیقاً به‌انطباق واندازه‌بستگی دارد. چندوجمی منتظم »بهجسم 


شافرد جادو و ۸۱ 


محدبی گفته می‌شود کهبه چند ضلعیمای منتظم مساوی: محدو دشده‌باشد 
چند ضلعی هم وقتی منتظم است که ضاعپا وزاویه‌های برایر داشته‌باشد: 


۵۹ ۱ 


هم چندضامیمایی که وجه‌های چند وجبی منتظم را به‌وجود آورده‌اند» 
باهم برابرند وتعداد این چندضلعیها که در هسررأس چند وجهی به هم 
رسیده‌اند» پرای تمام رأسها؛ یکی است. وفتی که توپولوژی این مساأّلرا 
حل می کند» 0 منتفام توجه داردکه اولا" 
تعداد ضلسها برای چند ضلعیم‌ای تشکیل دهندة آن, ثانیاً تعدادیالمایی 
که به هررأس رسیده است» مقدار ثابتی است. و این ویژگی هیچگونه 
ارتباطی به اندازه‌ها و شکل جسم ندارد. باروشهایی که در توپولوژی 
معمول است. می‌توان ثابت کرد که این شرطهای ساده» تنبا با ۵ نوع 
مختلف چند وجمی می‌سازد. درهندسة متری عادی هم ثابت می کنند که 
تنیا نو ع مختلف چندوجهی منتظم و جوددارد. سه‌تاازاین‌چندوجهیهای 
منتظم ازمتلنهاءیکی ازچبار ضلعیبا ( این چندوجپی راهمه می‌شناسیم 
و آن مکعب است) وبالاخره یکی از پنج‌ضلمیبا درست شده است: 


۸۲ بازی با بینهایت 


این کشت بیشتر ازاین جهت شگفت‌انگیز است که برای ساختن 
چند ضلعیمای منتظم در روی صفحه هیچ محدودیتی وجود ندارد و هر 
نوع چندضلعی منتظم را یا هرتعداد ضل که بخواهیم» می‌توان رسم کرد. 
چندضاعیمای منتظمی را که درصفحة پیش رسم کرده‌ايم» می‌ئوانیم تا 
هرجا که مایل باشیم؛ ادامه دهیم. به‌این ترتیب» قانوئی وجود نداردکه 
ضمی گذار از صفحه به فضاء تغییرنکند؛ معلوم می‌شود که در فضا» 
قانونهاپی حکومت می‌کند که دربسیاری موارد به کلی غیر ازقانونهای 
مربوط به صفحه است. 

به این موضوع بیشتر بپردازيم. همه چیز گواه براینست که در 
فضاء به پدیده‌های نازه‌ای برعورد می‌کنیم؛ زیرا حرکت در فضا خیلی 
آزادتر از حرکت در صفحه است؛ واين به‌ویژة ما را امیدوار می‌کند که 
وقتی امکان بیشتری داریم»بتوانیم با چند وجمیهای‌منتظم گونا گونتری 
تسبت به صفحه؛ برخورد کنیم. ولیء به‌عنوان يك قانون» به اين نکته 
هم بایمد نسوجه داشت که امکان بیشتر » قیدهای بیشتری را هم طلب 
می‌کند (یعنی امکان بیشتر دو روبه دارد؛ رویه مثبت آن وجود امکان 
بیشتر وروی منفیآن » طلب شرطهای بیشتراست). آزادی بیشتر»همراه 
با تعبدات بیشتر است. در رآسمهای يك شکل مسطحه تما دو ضلع به‌هم 
می‌رسدء در حالیکه دررأس یل جسم ممکن است سهیال یا بیشتر به هم 
رسیده‌باشد؛ همچنین درچنین رآسی-تعداد وجه‌هایی هم که به‌هم‌رسیده‌اند 
می‌تواند دلخواه باشد. مثلا"» حتی ممکن است درك رأس؛ ۳۰ یال و 
در رس دیگر» ۳ یال بهعم رسیده باشند. و درایتصورت یکی از وجه‌عا» 


سه ضلعی ودیگری سی‌ضلعی باشد, يك چندوجهی که برای ساختن آن» 


شا گرد جاده گر ۳ 


چنین امسکانمای زیادی وجود دارد» در عين حال دارای ایسن شرطپای 
محدود کننده هم می‌باشد که باید تعداد یالهای هر رآس با هم و تعداد 
ضلعهای هروجه با هم برایر باشد. وتنها ۵ نوع چند وجبی وجود دارد 
که این شرطهای محدودکننده را می‌پذیرد. 

وقتی که من دربارة محاسبه مجموع 


۱1۲۳۲. 


می‌انديشیدم» فکرم متوجه توپولوژی شد؛ واین؛ گواهی براين امر است 
که ریاضیات درمجموع: يك واحد به هم پیوسته را تشکیل می‌دهد. 
وقتی که ما با ریاضیات کار می‌کنیم؛ هميشه بستگی بین همة شاخه‌های 


آن به چشم می‌نجورد. 
۶ همه امکانها ر) بیاژمایيم 


ترکیب 


به احتمال زیاد» هر گز معلم به این مطلب فکر نکر ده است که: 


مج 
به‌چند طریق مختلف می‌تسواند دانشآموزان کلاس خود را به گروههای 
دونفری تقسیم کند؟ حداکثر کاری که می‌کند اینست که دانش آموزان 
را سنجیده‌وع اقلانه‌جابدهد ودراین‌باره بدوجود علاقه‌ها وبی‌علافگیهای 
آنهانسبت به‌هم توجه کند. ولی‌محققین کوچك» که سرشار از کنجکاویهای 
تازههستند» می‌خواهند هم آمکانات رابیازمایند. وقتی من به‌شاگردهای 
ده‌سالدام می‌گفتم که برای ضرب۸در ۳۵۷: می‌توان از یکان یا سدگان 
آغاز کرد بلافاصله صدایی بلند شد: 


۸.۴ پازی با پیتها بت 


- آیا از دهگان هم می‌توان آغاز کرد؟ 
من جواب دادم که‌می‌توان؛ تنها بایدعوب بدانیم که حاصلضریمهای 


جزئی را در کجا بگذاریم؛ ولی هنوز پاسخ من تمام نشده بود که‌دانش 
آموزان می‌خواستند. بدانند که به طورکلی بسه چندطریق می‌تسوان این 
ضرب را انجام داد. به این دلیل است که من لازم دیدم سیری در مثْطفَهٌ 
تر کیبها (یمنی رشته‌ای ازریاضیات کهبه‌بررسی‌روشهای ممکن جابه‌جایی 
می‌پردازد) بکنم. 

هم بچه‌ها په‌این موضوع علاقمندند ومی خواهند بدانند که با 
سه نوار رنگی افقی » چند پرچم مختلف می‌توان درست کسرد. روشن 
است که با يك رنگ تنها يك پرچم می‌توان درست کرد. 


نو اررنگی‌دوم رابه دوطریق‌می‌توان‌به این برچم اضاقه کر د(البتهبه‌این 


شا"ترد جادو آر ۸۵ 


لس 


شرط که از هر رنگ تضها يك بار استفاده کنیم)؛ نوار دوم را دربالایا 


پایین نوار اول می‌توان دوعت: 


نوار رنگی سوم را چگونه می‌توان به این دونوار رنگی اضافه کنرد؟ 
این نوار سوم را می‌توان در بالا یا در پایین ویا بين دو نوار نخستین 


قرارداد. از پرچم دو رنگ سمت چپ سه پرچم سه رنگ تازه بدست 


0[ 
1 ی ۲ 


هه 


| 


رنگ پیدامی‌شود: 


۸۶ پازی با بینها یت 


معلوم می‌شود که با سه نوار رنگی» می‌توان ۰۲۳ یعتی ۶ نوع 
مختلف پرچم درست کرد. 

حالا می‌توانیم بسه پرچم چپاررنگ بپردازيم. رنگ چهارم را 
می‌توان به این ترتیب به پرچم سه‌رنگ اضافه کرد که آنرا دربالای 
رنگ اول» بين رنگ اول ودوم؛ بین رنگ دوم وسوم ویا در زیررنگ 
سوم قرار داد. از هر پرچم سه رنگ » می‌توان چهار پرچم چهار رنکت 
بدست آورد. مثلا" از آنعرین پرچم سدرنگث بدست می‌آید: 


به این تر ثیب» معلوم می‌شود که از ۶ ۲۲ پرچم سه رنگده می‌توان 
۴۴ ۰۶ ۴ ۳ < ۲پرچم چهاررنگ درست کرد. به این عاملمهای 
ضرب. عامل ۱ راهم اضافه می‌کنيم ب که هیچ تغییری در حاصلضرب 
نمی‌دهد - وقانون زیر را بدست میآوریم: 

تعداد پرچمهای يك‌رنگی برایر است با: ۱ 

تعداد پرچمپای دورنگك برابر است با: ۲-۲ ۱ 

تعداد پرچمهای سه رنگ برابر است با: ۶ ۲۱۳ ۱ 

تعداد پرچمهای چپاررنگگ برابراست با: ۱۲۲۴۰۰۲۴ 

روشن است که‌این دنباله‌را تا هرجا که بخواهیم می‌توان‌ادامه 
داد که البته دیگر نمی‌توان صحبت از پرچم ورنگهای آن کرد. مثلا" 
به ۱۲۳۲۴۵2۱۲۴ روش می‌تسوان سوپ را بین ۵ بچه 


شاگرد جادو گر وذر 


تقسیم کرد یا ببرای قسراردادن ۶ چیز به دنبال یکدیگر» به اندازة 


۰ ۶( ۵ ۴( ۲۲ ۱ روش وجود دارد. 


ضرب 
۶۵ ۳ ۱۶ 


شامل این دستور است: عددهای از ۱ تا ۶ را در هم ضرب کن و ادامه 
نده! این دستور را معمولاً به صورت کونامی نشان می‌دهند؛ آخرین 
عامل ضرب را می‌تویسند وعلامت تعجب را جلو آن می گذارند. به‌این 
ترتیب حاصلضرب شما به صورت 


۶ 


نشان داده می‌شود. آنرا پخوانید « شش فا کتوریل» یا فا کتوریل شش 4. 
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مثلا : 
۳ ۳۱ ۲ ۱۱۲۱ 


روشن‌است که مقدار این حاصلضرب: بستگی به این دارد که تاچ‌اندازه 
در دنبالهُ عددها جلورفته باشیم. درضمن باید یادآور شد که ایشهم يك 
تابع است. متحنی حرارتی آنرا رسم می‌کنیم. 

روی خحط راست افقی» همه عددهای درست راتا عددی که‌دنبالة 
عاملبهای ضرب ما به آن ختم می‌شود قرار سی‌دهیم و روی خط رانت 
قاثم‌مقدار نظیر قاکتوریل آنها را. برای مقایسه منحتی‌حرارتی توانهای 
۲ را در کتار آن قرارداده‌ايم: 


۸۸ بازی با پینها بت 


به روشنی دیده می‌شود که منحتی فاکتوریل در فاصلٌ ۱ تا ۰۳ 
زیر منحنی توان قرار گرفته است» ولی از آن به بعد روی منحنی توان 
قرار می‌گیرد ونسبت به مذحنی توان» با شیب خیلی تندتری بسه طرف 
بالا می‌رود. اين ویژگی؛ تنها در مقايسة با توان ۲» بدست نمی‌آید. 
فا کتوریل» نسیت به هر توانی «سریعتر» صعودی است. این موضوع» 
حتی برای موقعی که پایه را عدد بسزرگی مثل ۱۳۰ هم بگیریم» تقریباً 
روشن است. وقتی که پایه مساوی ۱۰۰ باشد آنرا مرتباً در عدد ثابتی 
رکه در اینن مورد ۱۰۰ است) ضرب می کنیم . نودونه عامسل نخستین 
فا کتوریل از عاملهای نظیر در توان» کسوچکترند» ولی از عامل صدم 
به بعدء مرنبابزرگ وبزر گتر می‌شود: ۱۶۳۱۱۶۲۰۱۹۱۰۱۰ ...۰ وبه 
همین متاسبت دیریازود منحنی فا کتوریل‌به منحنی توان‌می‌رسد وازآن 
جلو می‌افتد. 

ما ازپرچممهای‌يك رنگ شرو ع کردیم و گام به گام»نعدادپرچمهای 
دورنگ» سه رنگگ و چپار رنگ رابه کمك ضربهای زیبای زیر: 
محاسبه کردیم : 


۱ ۲۶: 6 ۴ 


شا گرد جاد و آر ۸۹ 


ما همچئین حالا می‌دانیم که از تعداد معیثی عنص به‌چند طریق 
می‌توان زوجهای مختلت را انتخاب کرد. از ۸ عنضرمی‌توانیم به‌اندازة 


۸2۷ 
۸ س< 
۲ 
زوج انتخاب کنیمء بااین مطلب را ثابت کر دیم . به‌همین ترتیب» از ۱۵ 
عتصرء می‌توانیم 
اس ۱۳ ۱۵ 
۲ 


زوج بدست آوریم وغیره. 

آیا می‌شود براساس همین نتیجه‌ها» ازتعداد مشخصی عنصر؛ به 
جای زوجیا؛ تعداد گروهبای سه تایی وچپارتایی و غیره را گام به گام 
بدست آوریم؟ 


پبینیم به چند طریق مختلف می‌توان؛ مثلا" به زوج 
۲ 


عنصری از عددهای ۸۰۷۰۶۰۵۰۴۵۳۰۲۰۱ را اضافه کرد تا گروه سهتایی 
بدست آید. 

تنیا به عنصرهایی که در هر گروه قراردارد توجه می‌کنيم وبه 
ردیف آنها کاری نداريم (فرض کنید که بخواهيم از هشت نفر؛ يك 
گروه سه نفری را به طرف مأموریتی بفرستیم. در اینجا تنبا گفتگواز 
اینست که چه کسی ورقه مأموریت را دربافت می‌کند). هرکدام از 
شش عنصر دیگر را می‌توان به زوج (۲ « ۱) اضافه کرد وبتابراین» 


۹۰ بازی با بینهایت 


شش گروه سه‌نایی زیر بدست می‌آید: 


۱ (۳ 
۱ ۴ ۴ 
۱ ۲ ۵ 


۱ ۲ ۶ 
۱ ۲ ۷ 
۱ ۲۸ 


(فعلا" به خط راست افقی که زیر یکی از گروهبا وجود دارد» کاری 
نداشته باشید). به‌همین ترئیب» هرزوح دلخواه را می‌توان به شش‌طریق 
مختلف» په گروههای سدتایی تبدیل کرد؛ مثلااً از زوج (۵ ۰6۲۰ آين 


گروهپای سه‌تایی بدست می‌آید: 


۵۱ ویا اگر عددهای هر گروه را به ترتیب ۱۵ 
۵۳ ۳ 
۷۵۴ صعودی بنویسیم : ۲۴۵ 
۲۵۶ ۱۵۶ 
۵۷ ۳۵۷ 
۳۵۸ ۳۵۸ 


در نگاه اول به نظر می‌رسد که تعداد گروههای سه‌تایی از ضرب تعداد 
گروهمای دوتایی در ۶ بدست می‌آید. ولی بعضی از گروههای سه‌تایی 
تکراری هستند؛ مثلا گروه (۱:۲:۵) هم بین گروهبای سه‌تایی است 
که از زوج (۱:۲) بدست آمدند و هم بین گروهپای سهدتایی که به کيك 
زوج (۲:۵) تشکیل شدند رومن این گروه مشترك را دردوحالت به‌وسیلة 
يك پاره خط راست» که زیر آنها کشیدهام» مشخص کرده‌ام). همین گروه 


شاگرد جادو کر ۹۱ 


سه‌تایی» در حالتی‌هم که اززو ج(۱:۵) آغاز می‌کنیم؛پیدا می‌شود» زیرا 
عضو سوم این گروه می‌تواند در حالت خاص مساوی ۲ باشد.می‌بینيم 
که هر گروه سه‌تایی» سه‌بار ظاهر می‌شود. او از هر زوجی که از راه‌کتار 
گذاشتن یکی از عضوهای گروه سه‌تایی بدست‌میآید» پیدا می‌شود. مثلا" 
اگر گروه سه‌تایی (۲:۳:۵) را در نظر بگيریم باکنار گذاشتن یکی از 
عضوهای آن» به یکی از سه زوج زیر می‌رسیم: 

۳۳ 

۳۵ 

۳۵ 
ازطرف دیگر گروه سه‌تایی(۲:۳:۵) رامی‌توان از ه رکدام از این‌زوجها 
پدست آورد: برای این منظور باید به زوج او ۵ یا به زوج دوم ۳ 
ذیا به زوج سوم ۲ را اضافه کرد. به این‌ترتیب» اگر بخواهیم هر‌گروه 
سهتایی را تنما یکبار بدست آوریم» باید تعداد کلی آنپا رابه سه‌بخش 
کنیم. بناپراین؛برای اینکه‌تعدادگروههای سه‌تایی ۸ عنصر را پیداکنیم» 
باید ابتدا تعداد زوجهای این ۸ عذصر را در ۶ ضرب وسپس نتیجه را 


بر ۲ تقسیم کنیم. می‌دانيم که تعداد زوجها برابر است با 


۰۷ 


۴ 
وقتی که این‌مقدار را در ۶ ضرب کنیم» چنین می‌شود: 


۷۶ 
۲ 


حالا دیگر این می‌ماند که این عدد را بر ۴ تقسیم کنیم. وأی تفاوتی‌ندارد 


۲ بازی پا بینهایت 


که عددی را ابتدابر ۲ وسپس بر ۳ یایکباره بر ۶ ۲۲ تقسیم کنیم ؛ 
در هر دو حال» نتیجه یکی خواهدبود. 
به این ترتیب» از ۸ عنصر می‌توان » تعداد 
۸۰۰.۷۰۶ 
۱۰2/۰۳ 
گروه سدتایی درست کرد. برای اینکه نیج حاصل صورت زیباتری 
داشته باشد. به مقسوم علیه» عامل ۱ را اضافه کرده‌ايم. 
به سادگی معلوم مي‌شود که از ۱۲ عتصر؛ می‌توان 
۰ > ۱۲ 
۳ ۱۰۶ 
گروه سه‌تایی؛ و از ۱۰۰ عنصر 


۳۳۹ 
۱۰2۵/۰۳ 
گروه سه‌تایی بدست آورد. 
وحالا که تعداد گروهپای سه‌تایی را می‌دانیم: می‌توانیم تعداد 
گروهم‌ای چپارنایی را جستجو کنیم. دوباره به همال هشت عنصر توجه 
می‌کنیم . از هر گروه سه‌تایی؛ با اضافه کردن هر کدام از دیگر عنصرها» 
می‌توان پنج گروه چهارتابی بدست آورد. مثلاگ از گروه سه‌تابی 


۱ ۲ ۳ 


این گروهبای چپارتایی پیدا می‌شود 


شاکرد جادو گر 1۳ 


۱۳۳۴ 
۱۳۳۵ 
۱۳۳۶ 
۱۳۳۷۲ 
۱۳۳۸ 


به این ترتیب» برای گروههای چهارتایی» پنج برابر گروهبای سه‌تایی 
بدست می‌آید. ولی هرگروه چهارتایی » چپاربار تکرار می‌شود. مثلا 
گروه چپارتایی 
۱۳۴ 

از گروه ۱۲۳ با اضافه کردن عدد ۴ 

از گروه ۰۱۲۴ با اضافه کردن عدد ۳ 

از گروه ۱۳۴ با اضافه کردن عدد ۲ 

واز گروه ۲۳۴ با اضافه کردن عدد ۱؛ بدست می‌آید. 
بتابراین باید نیج حاصل رابر ۴ تقسیم کنیم. تعداد گروههای سدتایی 
برابر است با 


مک مر 
۱۰/۵/۰۳ 


باید این عدد را در ضرب وسپس بر۴ نقسیم کنیم» در اینصورت‌تعداد 
گروههای چبارتایی چنین می‌شود. 


۱ 
۱۹ ۹۴ 


حالا دیگر می‌توان به قانونی‌دست‌یافت. مثلا" تعداد گروههای‌فت‌تایی 


1۳ بازی بابینهابت 


که می‌توان از ۱۰ عنصر بدست آورد» برابر است‌با 


۹/۵۴ ۱ 
۷۲ ۵ ۴ ۳ ۷ ۲ > ۱ 
واین روشی بسیار زیباست. وقتی که بخواهیم تعدادگروهمای هفت‌تایی 
را از *۱ عنصر جدا کنیم» همیشه هم در صورت وهم در مخرج کسر ۷ 
عامل وجود دارد» ضمناً عاملهای مخرج از ۱ تا ۷ وعاملهای صورت از 
۰ وعددهای کوچکتر از آن تشکیل می‌شود. 
براساس این قانون»تعءداد عنصرهای‌یگانه ای که‌از ۵ عنصرمی‌توان 
انتخاب کرد برابر است یاج : یعتی پنج. تعداد گروههای سه‌تايی که‌می- 
توان از ۳ عنصر بدست آورده برابر است با *735 » یعنی يك گروه. 
انیم روشن است» زیرا از کیسه‌ای که دارای سه گلوله است؛ تنها بسه 
يك طریق می‌توان هرسه گلوله را عارج کرد. 


همچنین؛ تنمها بسه يلك طریق می‌توان دست «خالیه را از کیسه 


گرده‌های چهاد تایی کایتا | گروههای دوتایی دای رك عنصری | گروههای صفرتایی 
۷ ۲ 
‌ِ نیت ت 0 ازيك‌عذصر 
اسان سک ۳ 
‌ِ و - ۱ از ۲ عنصر 
۳ لک کی ۳۹۲ ۱ 
۴ ۲ ۱۷۲ ب ۳ عم 
بر ۴۲ ۴۲ 4 از ع عد 
اه ۱۳ دس کی ی 


سا تب 


شاکرد جاد کر ۹۵ 


خارج کرد واین به تعداد گلوله‌هایی که در کیسه وجود دارد» بستگی 
پیدا نمی کند. بد همین متاسبت» قرار می‌گذاریم که تعداد « گروههای 
صفر عنصری»؛ از هر تعداد عذص برابر باا باشد. 

حالا دیگر می‌توانيم تعداد ترکیبها را بهثرتیب جدول صفحقیل 
بنویسیم. 

از کيسة خالی‌هم ب‌يك طریق می‌توان دست خالی رابیرون کشید؛ 
بنایر این تعدادگر وههای‌صفر تایی از صفر عنصر هم بایدمساوی !باشد.ا گراین 
عدد ۱ را هم در بالابنویسيم؛ نتیجه‌هایی رابدست که آوردیم؛می‌توان‌به 


این ترتیب نوشت: 


این جدول مثلشی شکل راء مشلث‌پاسان می‌نامند. این مثلث خاصیتهای 
جالب بسیاری دارد. بلافاصله دیده می‌شود که این مثلث متقارن است» 


۹۶ بازی با پنهایت 
ستات 


یعنی نیمه چپ آنن» قرینة راست آنست. دلیل این تقارن روشن است: 
وقتی که در يك کیسه ۳ گلوله باشد و شما يك گلوله انتخاب کنید؛ 
تعداد حالعپای انتخاب يك گلوله » برابر است با تعداد حالتهای باقی 
ماندن ۲ گلوله در کیسه. همین وضع‌برای وقتی که د و گلولة از ۵ گلوله 
انتخاب م یکنیم» وجود دارد: انتخاب هر ۲ گلوله» متناظر است با۳ 
گلوله‌ای که باقی می‌ماند. بتابراین» وقتی که ۵ عنصر داریم تعداد 
گروهم‌ای دوتایی با تعداد گروههای سهتایی براپر می‌شود؛ واینها‌همان 
عددهایی هستند که تقارن را در مثلت پاسکال به وجود می‌آورند. 

حاصیت دیگر مثلث پاسکال؛ مربوط به قاعده‌ای است که بنابر 
آن می‌توان هرسطر را از روی سطر قبل بدست آورد؛ در مثلث» عدد ۲ 
زیراو ۱نوشته‌شده است: 4-۱-۲ ۱؛ همینطور؛ ۳ بین ۱ و ۲قراردارد: 
۳ ۱4-۲ وغیره: این قانون تا آخر ادامه دارد وبتابراین می‌توانیم 
سطر بعدی مثلث پاسکال را هم بنویسیم: 


۱ ۵ و عب ۵ ۱ 
زیرا ۱-۴۵ و ۶-۱۰ ۳-۲. و به همین ترتیب سطر بعدی: 
۱ ۶ ۱۵ ۲۰ ۵ب ع ۱ 


و غیره . 
اثبات این قانون دشوار نیست» ولی ما تنبا به يك آزمایش اکتفا 
می کنیم. عدد ۱۵ در اين سطر» به معتای تعداد زوجهایی است که از 


۶ عنصر می‌توان بدست آورد و این تعداد هم برابر است با 


‌ 


2 
۱۰۲ ۲ 


شاگرد جاد و گر ۹۲ 
از اين قانون نتیجه می‌شودکة مجموع عددهای هرسطر؛ دویرابرمجموع 
عددهای سطر قبل از آنست. درواقع» سطر بعدی از سطر قبلی» به این 


ثرتیب بدست م ی آید 


۱ 
وهمانطور که دیده می‌شود برای ساختن سطر بعدی» ه رکدام ازعددهای 
سطر قبل» یعنی 

۱ ۶ ۱۵ ۲۰ ۱۵ ۶ ۰۱ 


دوباره بة کار می‌رود. 
استقر اء امل 


ازاینجا يك خاصیت دیگر هم پیدا می‌شود: اگرمجمو ع عددهای 
هرسطر را پدست آوریم» توانهای متوالی عدد ۲ بدست می‌آید. برای 
سطرهای اول؛ این موضوع روشن است (فعلا" می‌توانیم سطر اول را که 
تنپا شامل عدد ۱ است» فراموش کنیم) زیرا 


۲ ۱ ۲ و۲۷ ۲ ال ۱ 


وبرای سطرهای بعدی » دیگر لازم نیست به تحقیق بپردازیم . اگکر این 
حاصیت برای سطری بر قرار باشده بدون تردید ؛ برای سطر بعدی هم 
برقرار است. در واقم» می‌بينيم که مجموغ عددهای هر سطرء دو برابر 
مجمو ع عددها در سطر قبل است. وقتی که توانی از ۲ را؛ دویباره در؟ 


۹۸ بازی با بینهایت 


ضرب کنیم» به‌صمورت 


)۷ ۲۲۱۰۰۰۰۲۰۲ 


درمی آید که باز هم توانی از۲ است وضمناً توان آن يك واحد ازتوان 

این روش استدلال راء که کاملا" براساس ساختمان عددهای‌طبیعی 
قراردارد استقراء دیافی‌یا اسنراء کامل گویند. دنبالهُ عددهای طبیعی از 
شروع می‌شود و اگر به ترئیب» مقدار ثابت واحد را اضافه کنیم؛ به 
هرعددی از این دنباله می‌رسیم . استقراء کامل براین اساس قرار داردکه: 
هر خاصیتی که در آغاز دنبالٌ عددهای طبیعی وجود داشته باشد و از 
هر عدد به عدد بعدی «به ارث» برسدء در اینصورت برای همه عددهای 
طبیعی و جود خواهدداشت.این‌روش‌ننیجه گیری اجازه می‌دهد» باو جو دیکه 
دسترسی به هم عددهای طبیعی نداریم؛ خاصیتی را برای همه آنهاثابت 
کنیم. ما تنها پاید به این دو نکته توجه کنیم : اولا" حکم مفروض‌برای 
عدد ۱ درست است؛ ثانباً درمورد این حکم «قانون ارث» و انتقال‌ازيك 


عدد به عدد بعذی صادق است. 
به اين‌ترتیب: يك‌نتیجةبسیار مهم می‌گیریم: دیاضیات؛ باوسایل 
وامکا نات محدود. به جهای بیکران و نامحدود: دست مي‌پابد. 


برای کسانی که درجستجوی سر گرمیهای جالب مربوط به عمل 
ضرب هستندء سطرهای اول مثلث پباسکال: چبز شگفتآوری نیست. در 


واقع؛ اگر توانهای پشت سرهم عدد ۱۱ را بنوپسیم : 


شاقرد جادو گر ۹۹ 


۱۱ ۱ 
۱۱۲2۱۱۹۱۱۰۱ 
۲۱ 
115 
۱۱۳-۱۲۱۱۱۰۵۱ 
۱۳۱ 
۱۳۳۱ 
۱۱۲2-۱۳۳۱ ۱۱ 2۵ ۱ 
۱۳۳۱ 
۱۳۶۴۱ 


رقمهای حاصل» مان مثلث پاسکال راتشکیل می‌دهند. اگر به‌عمل‌ضرب 
دقت کنیم» خیلی زود می‌فم‌میم که جریان از چه قرار است. وفت ی که 
مجموعهای جزیی را محاسبه می کنیم» درست همان عملهایی را انجام 
می‌دهیم که برای تشکیل مثلث پاسکال لازم است. (در ۰۱۱٩‏ این نتیجه 
گیری به‌هم می‌خورد زیراضمن جمع حاصلضر بهای‌جزیی» این نتیجه‌بدست 
می‌آید : 
۸ 2 ۱۱5 
۱۴۶۴۱ 
۱-2۰۱ 
در حالیکه سطر سربوط درمخلث پاسکال به صورت ۱ ۵ ۱۰ ۱۰ ۵ ۱ 
است.) 
۱۱۰۰۱۰۰ 
۱ 
اه ۱۳۳۱2۱۰۰۵۳ 
۱۱۱ کر ۳و۱ کر ات 


۱۰۰ بازی با پینها یت 


وغیره. می‌بیلیم که عددهای مثلث پاسکال در بسط توانهای عدد ۱۰4-۱ 
ظاهر می‌شوند؛ به این ترتیب که در توانهای عدد ۱۰-که مرتباً کوچك 
می‌شود - ضرب شده‌اند. جملهُ دوم مجموع ۱۰4-۱ برابراست با ۱. 
همة توانهای عدد ۱ پرابر با ۱ می‌شود » زیرا ۱ ۱(۱ و بسه همین 
مناسبت است که دراینجا نقش توانهای این جمله دوم را نمی‌بینیم.ولی 
ما می‌توانیم آنرا به اینصورت بنویسیم : 


۱ 
۱ وک او کر آوو ک وک واعت 
بعنی» به این ترتیب که توان جملة اول مرتباً پاپین می‌آید. در حالیکه 
نوان جمله دوم مرتباً بالا می‌رود. این روش از اینجپت مقید است که 
می‌توان آنرا برای مکعب مجموع دو جملة دیگر هم به کاربرد؛ مثلا" 


ور کر ۱ 


البته‌می‌توان این دستور را درحالت کلی ثابت کرد» ولی ماتنهابه تحفیق 


درستی همین حالت‌خاص می‌پردازيم: 


۵ 2 ۵ ۵۲۵ ۵۲-۵۵ ۱ 
۱۰2۲۰ ۲۲۱۵ ۵ ۵ ۳ ۲ > آج > ۳ 
2۰ ۲ > 2-۳۱۰ ۲ < ۲ 6 ۵ ۷ ۲۲-۳ ۵ ۳ 
۸ ۱۳ 

نتیجه : ۳۴۳ 


و در واقع هم 


۷۲-۷ ۱۷ ۱۷۸۴۹۹۷۰۳ 


شاگرد جاد و گر ۱۰ 


این کشف؛ در بسیاری موارد» کار محاسبه را ساده می‌کند. اغلب 
به جای اینکه مستقیماً عددی را به توان برسانيم بهتر است که آنرا 
به مجموع دوجمله تبدیل کنیم وسپس از این کشف برای حاصل آن 
استفاده کنیم. مثلا" بچه‌هایی هستند کف ضرب در ۷ برایشان‌تاخوشایند 
است. در ایتمورت» اگر "۵4-۲۸) را در نظر بگیرند؛ تنها با ضرب در 
۵ و ۲ سرو کار خواهند داشت: ۵ ضرب در ۲ مساوی ۱می‌شودوضرب 
در ۱۰ هم خیلی سریع و ساده انجام می‌گیرد. ۱ 

مجموع دوجمله را دوجمله‌ای می‌نامند. به‌همین مناسبت.قاعده‌ای 
را که برای ببه توان رساندن کشف کردیم؛ بسط دوجبله‌ای با 
دوجمله‌ای نپوتون نامند. ضمناً مددهای مشلث پاسکال راء ضرییبایدوجمله‌ای 
گویند. 


مربع مجموع دوعدد 


توان دوم» بیش از همه توانمای دیکر به کار می‌رود. سطر دوم 
مثلث پاسکال ازاين عددها تشکیل شده است: 


۱ 1 
اگربخواهيم بسط ۵+۳(۲ را بدست آوريم باید جمله‌ها را به ترتیب 
در این عددها ضرب کنیم و این جمله‌ها: از ۵۲ آغاز می‌شود و با کم‌شدن 
توان ۵ به توان ۳ اضافه می‌شود تا به ۳۲ برسد. به این ترتیب: 
۲ ۵۳۹ ۲ ۵۱ ۱ <۵4-۳(۲) 


ویا با حذف عاملبای غیر لازم واحد: 


۱۰۲ بازی با بیتهایت 


۳ ۵ 6( ۲۲و ۵-۲(۲) 

به این ترتیب» به همان قاعدة آشنای دبیرستانی‌می‌رسیم: برای اینکه 
مجموع دو جمله را به توان ۲ برسانيم پاید توان دوم جمله اول را با 
دو برابر حاصلضرب جملهٌ اول در جملد دوم و توان دوم جملةٌ دوم 

این «کشف» را می‌توان خیلی ساده‌تر ومثلا" با تصورهندسی‌بیان 
کرد. می‌دانیم که مساحت مستطیل بر ابر است باحاصلضرب دوضلم‌مجاور 
آن. حالاء اگر برعکس: حاصلضربی داشته‌باشیم می‌توان این حام‌لضرب 
را به وسیلة مساحت مستطیلی نشان داد که دو ضلع مجاور آن؛ برابر 
باعاملمهای‌ضرب‌باشد. مثلا"؛ سا صلضرب ۳ < ۵رامی‌تو آن‌به‌طر یق‌هندسی» 


با این مستطیل نشان داد: 


وحاصلضرب ۵ >« ۵ ۵۲ را با این مسطیل 


شا گرد چادو گر ۱۰۳ 


روشن است که در اینحالت يك مریم یدست می‌آیدو به همین مناسبت‌است 
که توان دوم را «مربم» هم گویند. در شکل زیر» عبارت 4-۳(۲ ه)نشان 


داده شده است: 


که در آن جمله‌های مجمو ع ماء پنهان شده است. ولی» اگر آنرابه 
صورت زیر نقسیم کنیم؛» دو باره جمله‌های جمم‌ظاهر می‌شود: 


در شکلی که بدست می‌آید» مساحت مریع بزر گتر مساوی ۵۲: مساحت 
مربم کوچکتر مساوی ۲ است. علاوه بر آن» دوه‌ستطیل وجوددارد که 
مساحت هر کدام مساوی ۳< ۵ است. درنتیجه 


۱۴ بازی با پینها بت 


۳۲( ۵ < ۵۲-۲ ع< ۳(۲بج) 
واین» همچون شکلهای کتابهای درسی هندی روشن است. گفتگو برسر 
اینست که معلمین هندی پرحرفی را دوست ندارند. آنها تنها می‌گویند: 
مجموع دوجمله را می‌توان با روشی به توان دوم رسانید و سپس‌اضافه 
می‌کنند «ببینیده. آنوقت شکلی رسم می‌کنند که همه چیز روی آن 


روشن شده است: 


و هر کس که بتواند ببینده همه چیز را می‌فممد. 
۷ رنک‌آمیزی رشتة عددهای طبيعی 


از همان قدیم : هندیها ریاضیدانهای غیر عادی بوده‌اند و پسه 
پیشترفت این دانش خیلی کمك کرده‌اند. در بارة یکی از دانشمندان 
هندی» این لطیفه را تعریف می کنند: یکی ازدوستان اروپائیش ازاوپرسید 
که آیا شمار؛ اتومبیل او -۱۷۲۹- پدشانس برایش نیاورده است؟ و او 
بلافاصله پاسخ‌داد: «هرگٌز! ۱۷۲۹+عددبسیار جالیی است. این کوچکترین 
عددی است که مي‌تواند به دو طریق به مجموع دو مکعب کامل تبدیل 
شود: این عدد هم برابر ۱۶۳4-۹۲ وهم برابر ۱۲۲4-۱۳ است». 

برای ریاضیدان هندی حتی يك عدد چار رقمی» کاملا آشنا و 


شاگرد جادو گر ۱۰۵ 


دست آموز است وبه تمام رمزهای آن آگاهی دارد. 

در دبستانهای ما هم.حتی عددهای کوچك را هم به عنوان‌وجودی 
که ویژگیهای مخصوص به خود دارد» بررسی‌می کنند. مثلات عدد ۲ در 
نظريك‌دان شآموز کوچكتنها یکی ازعددهای رشتة بینهایت نیست بلکه 
برای خود شخصیت جداگاندای مم دارد. ۲ کوچکترین عدد زو ح‌است» 
پرابر است ۱4-۱ تصف عدد ۴ است وغیره. دربسارة ویس گیهای 
شخصی عددها دبحث م ی کنیم . 

مسی‌دانیم که از هردو عدده یکی‌زو ج است: 

۰« ۱۳ ۰« «-۱۰ ۷ و۴۵ ۳۰ ۱۰۲۱ 


همچنین از هر سه عدد پشت سرهم؛ یکی بر ۳ بخش پذیراست: 


م۲ ۹۱۱۱ ۸ ۷و رو ۴۱ د۳ ۲۱ :۱ 


۱۰۶ بازی با نیت 


از هر چهار عدد پشت سرهم؛ یکی بر ۴ بخش پذیر است: 
وا ها و۲ و۵( ۳۱ ۱:۲۲ 


وغیره. اینباه موجبای کوچك یبا بزرگی هستند» که در داخل رشتهٌ 
طبیعی عددها به طور یکنواعت جلو می‌روند و حرکت یکنواخت خود 
را هرگز از دست نمی‌دهند. ولی؛ آیا اين یکنواعتی گول زننده نیست؛ 
آیا ممکن نیست که در جایی؛ وضع پیش بینی نشده‌ای ظاهر شود؟ 
و در واقع هم لازم نیست که خیلی در انتظار ایین حادشه پیش 
بیتی نشده بمانیم و کافی است به بررسی ردیث عددهای اول بپردازیم. 
به نتیجه‌هایی که درمورد بخش پذیری گرفتیم» برمی گردیم : 
عددهای ۱ ۰ ۰۲ ۵ و ۱۰ همه مقسوم علیه‌های عدد ۱۰ هستند: 
عددهای ۱۲۱۶۰۱۴۰۳۵۲۵۱ همه مقسوم علیدهای عدد ۱۲هستند؛ 
عددهای ۱ و ۱۱ ۰ هم مقسوم علیدهای عدد ۱۱ هستند؛ 
هرعددی» بر ۱ وبرعودش بخش‌پذیر است. 
ولی عددهایی: مثل ۰۱۱ وجوددارند که به جز همین دو عدد 
(یعنی ۱ و خود عدد)» مقسوم علیه دیگری ندارند. ماچنین عددهایی را 
عدد اول گوییم. 
عدد ۱ را نمی‌توان آزاین لحاظ جزو چنین عددهایی دانست»زیرا 
تشها بر ۱ بخش پذیر است» یعنی عدد ۱ تنبا عددی است که فقط يك 
مقسوم علیه دارد وبه‌همین مناسبت نمی‌توان آنرا عددی اول به حساب 
آورد. 
کوچکترین عدد اول پرایراست با ۲. ضمناً ۲ تنها عدد زوجی 
است که اول است؛ عددهای زوج دیگر؛ علاوه بسر او خودشان» بسر ۲ 


شاگره جادد گر ۱۰۷ 


هم‌بخش پذیرند ولی درموردعدد زوج ۰۲ خود عدد و۲ برهم متطبق‌اند, 
تجز یه په‌عاملهای ادل 
عددهایی راکه‌تنپا دومقسوم علیه دارند» به اين علت اول گویند 
که هم عددهای دیگر را می‌توان به پاری آنها درست کرد. بازهم به 
همین متاسبت :بقَیهُ عددها را هرکب گوییم. به صورت دقیق‌تر می‌توان 
گفت که: هرعدد مر کب را می‌توان به‌صورت ضرب عددهای‌اول‌نوشت. 
مثلا"» کوشش می‌کنیم کسه عدد ۶۰ رابه صورت چنین ضربی 
پئویسیم : 
۰ ود هو 
۶ و ۱۰ راهم می‌توان به صورت ضرب عاملهای کوچکتری نوشت: 
۵ << ۱۰ و ۲۳۲ ۶ 
که اگر اين عاملبا را به‌جای ۶ و ۱ قرار دهيی بدست می‌آید: 
۲۵ ۲ - ۰ ۶ 
ودر ایئجا دیگر همه عاملهای ضرب عددهایی اول هستند. 
راه دی‌گری انتخاب می‌کنیم. قبلا" هم دیده‌ایم که ۶۶ را بسه 
صورتهای مختلف می‌توان به ضرب دو عامل تبدیل کرد. اگر مثلا" از 
اين تبدیل شروع کنیم: 
۵ حد ۰ ۶ 


در آنصورت داریم: 


۱۰۸ بازی با پینها یت 


۴۳-۲۶۲ ۰ ۱۵-۳۵ 


وبنایراین 
۲۵ <2 ۶۰ 
واگر در نظر بکیر 
۳۰ ۷ ۶۰ 

در آنصورت ۳۰-۵۶ و ۲۳ م2 ۶ به‌نحو ی که۳ ۲ < 4۳۰-۵ 
پا ۱۵ ۲ عح ۳۰ و ۳۵ ۱۵ به نحوی که ۳۰-۲۳۵ یا 
۴ 6 ۳ ۳۰ و ۵ < ۲ تسد ۰ به نحوی که ۲۵ ۳۰-۳ 

می‌بینیم که ۳۰ به عرحال بدضرب عامام‌ای اول ۲ ۰ ۳ و ۵تبدیل 


می‌شود. در نتیجه برای تجزیة ۶۰ به عابلهای اول بدست می‌آید: 


۶ ۰-۳۵ 

عددهای مر کب دیگر را هم» بسه همین ترتیب می‌تسوان به‌صورب ضرب 
عاملپای اول تجز به ک رد (و می توان ثابت کرد ک که روشم‌ای گوناگون: 
متجربه تنها يك نو ع تجزبه به عاملهای اول می‌شود). 

اگر این پرسش در برابر ماباشد که برای آغاز کار از زکجا شروع 
کنیم کافی است این مطلب را روشن کنیم که هميشه کوچکترین مقسوم 
علیه يك عدد (به جز ۱)؛ عددی است اول. در واقع, اگر این کوچکترین 
مقسوم‌علیه. اول نباشد. به این معناست که در آن مقسوم‌علیه کوچکتری 
وجود دارد. واین مقسوم‌علیه تازه» مقسوم علیپی از عدد نخستین اعم 
خواهد بود. به این ترئیب. اگر هميشه از جستجوی کوچکترین مقسوم 
علیه آغاز کنیم؛ عامپای اول عدد مر کب» یکی پس از دیگری پیدامی- 
می‌شود. مثلا": 


شا گرد جاده گر ۱۰۹ 


٩۰ ۲ ۴۵, 


تسم 
٩۰ << ۲۳ ۲ ۵‏ 


سم 
٩۰ < ۲۳۵‏ 


واين تجزیه. کار جستجوی همه عاملهای اول عدد مر کب را به پایان 
می‌رساند. از اینج مثلا" می‌توان فهمید که عدد ۰٩۹۰‏ به جز ۱ این 
مقسوم‌علیه‌ها را دارد: 

مقسوم علیه‌هایی که از يك عامل درست شده‌اند: 4۵۰۳۰۲ 

- مقسوم علیه‌هایی که از دو عامل درست شده‌اند: 

ن ۵ ۳۸ باد۳ ۳(۲ ه ۵۱ ۲۱ ۶۱ ۲۱۳ 

- مقسوم علیه‌هایی که از سه عامل درست شده‌اند: 

ز۵ ه ۵ ۳۳۱ ۵۳ ۲۲۰۳ ۳2۰۱۸۵ ۳ > ۲ 

ب مقسوم‌علیهی که از چهار عامل درست شده است : 

۱ 

منز تگاههای عددهای اول 

بپتر است با این عددهایی که هم عددهای دیگر از آنها ساعته 
شده است» بیشتر آشنا شویم. کوشش می‌کنیم» عددهای اول راپشت‌سر 
هم بنویسیم. می‌دانيم که نخستین عدد اول براپراست با۲. می‌توانیم به 
دیگر عددهای زوج توجبی نکنیم زیرا همه آنها بر ۲ بخش‌پدیرند. 

عددهای ۳ و۷ هم او لند. 

ممکن است گمان کنیم که عدد ٩‏ هم اول است؛ ولی اینطور 


۱۱۰ یازی با پینها یت 


نیست» زیرا ٩بر۳‏ بخش‌پذیر است. 

ممکن است به این متاسبت‌گمان کنيم که از اینجا به بعدکمتر 
باعددهای اول برخورد م ی کنیم» ولی این گمان هم نادرست است» زیرا 
عددهای ۱۱ و ۱۳ هردو اولند. 

از خواننده خعواهش مي‌کنم» خودش این زحمت را قبول کند و 
عددهای اول راء دست کم تا ۵۰ پیدا کند. 

برای اينکه راهی برای بازرسی کارخودداشته باشید؛ منبم این 
عددها را می‌نویسم. ولی؛ تشهایاجستجوی شود شماست که می‌توانید بی 
نظمی ردیف عددهای اول را احساس کنید 

دنبالُ عددهای‌اول به این ترتیب آغاز می‌شود: 


۲۰ ۳۰۵۰۱۷ ۰ ۱۱۰ ۱۳ ۱۷ ۱۹ ۸۲۳۰ ۲۹۰۱۳۱۰۱ ۸۳۷ ۱۴۱۱ ۴۳۰ ۷ 


۱۹ ۳ مر 1۷ ۷7 ۲1 1 


ازهمان دوران کهن» روش جالبی: برای نوشتن این دنبالاشگفتی 
آور عددهای اول؛ پیدا کرده بودند» که کار خود را بدون اشتباه وبه‌طور 
مکانیکی انجام‌می‌داد؛ منظورم روشی است که‌به غربال ادائوستن »معروف 
شده است. ابعدا همه عددها را از ۲ تا ۰ می‌نویسیم. روشن است که 
نخستین عدد این دنباله. اول است؛ به‌این‌موضو ع»بدون اینکه به‌خود 
عدد هم نگاه کنیم. می‌توانیم فانع شویم: اگر نخستین عدد این دنباله» 
اول نباشد باید مقسوم علیمی از آنرا قبل از این عدد در دنباله پیدا 
کنیم. ولی قبل از این عدد: هیچ عدد دیگری در دنباله وجود ندارد» و 


شا گرد جاد کر ۱۱۱ 


حالا می‌توائيم ببيتیم که نخستین عدد این دنباله کدام است: این عدد 
پراپر است با ۲. 

هر عددی که بعد از ۲ ويك در میان قسرار گرفته باشد» بر ۲ 
بخش‌پذیراست وبنابراین نمی‌تواند عددی اول باشد. روی این عددها را 
در دنبالة عود. يك خعط م ی کشیم: 


و ی ۱ 
۷۱ عم ٩۷ ۱۸ ۱٩‏ ز ۵ بر ۱۳ کم 
۱ کر ۱ کر اه دوز 
۱ کل ۳٩‏ ۲ ۲۷ کر ۲۸۵ کتز ۲۳ #۲ 


۱ 


نزدیکترین عدد باقیمانده به ۲: که خط نخورده است. بسدون 
تردید»ه عددی اول است؛ زیرا درغیر اینصورت. باید مضربی از يك عدد 
اول کوچکتر از خود باشد. ولی تنپا عدد اول کوچکتر از آن » همان 
عدد ۲ است وما هم تمام مضربهای عدد ۲ را خط زده‌ایم. حالا ۰ به این 
عدد نگاه می‌کنیم: این عدد برابر است با ۳. هر عدد سومی که بعد از 
عدد ۳ قرار گرفته است (یعنی عددهایی که بعد از ۳ و دو در میان 
قرار گرفته‌اند): مضربی از ۳ هستند؛ به همین مناسبت. این عددها را 
هم خط می‌زنيم. هیچ تعجبی ندارد. اگر روی بعضی از عددها؛ دوبار 


خط خورده باشد: 


۱۱۲ بازی با بینهایت 
ی ی 0 
کر مرچ رز ۱۷ کر کر ۱۳ کار 
۰۱ کی ۲٩‏ کز کر کر( ۵ رز ۲۳ کم 
ره 

> ۲۹ یز ۳۷ عتر کنز ظر ۳۳ کب 


ادامه می دهیم . نز دیکترین عدد باقیمانده برایر است با ۵. این پار باید 


عددهایی راکه مضرب ۵ هستند خطبزنیم. یه این ترتیب» همه عددهایی 
که با شرو ع از ۵: درردیف پنجم قرار گرفته‌اند وسپس با شرو ع از ۰۷ 
هر عددی راکه در ردیف هفتم قرار گرفته‌است» حذف مي‌کنیم. 


( مر کر زا نف رز بل ۲ 
ار رز ۱٩‏ کر ۱۷ زر یز یر ۱۲ کر 
۱ مر ۲۹ 4 ار کر کی کر ۲۳ کم 
۱ مر کنر > ۲۷ کی کنر یز کب 

۲٩‏ کر ۲۷ جر کنر ۲۳ کر 


به عددهایی که باقی می‌ماند؛ لازم نیست توجهی بکنیم» زیراء 
کوچکترین عددی که باقیمانده است» برابر است با ۰۱۱و ۱۱مرتبه ۷ 
از ۵۶ بزرگتر است ومضریم‌ای کوچکتر ۱۱ هم‌بین همان عددهایی است 
کهقبلا" خط زده‌ایم. 
وعددهاپی که باقی مانده است» چنین است 
۷ ۴۳۰ ۴۱۱ ۲۹۰۸۳۱۰۸۳۷۰۱ ۲۴۰ ۱۵۱ ۱۷ ۱۳ او انح ۳ ۲ 


۷ 


حججج 


مادر واقع» همان عددمایی‌رائوشته‌ايم کهقیلاا هم آنما را به‌عنوان 
عددهای اول بین ۷ وه۵» پیدا کرده بودیم. 

ممکن است؛ به طور کلی؛ ماشینی ساختة شود که بتواند بدون 
اشتباه دنبال عددهای اول را تا هرجایی که بخواهیم» به ما بدهد.ولی» 
این امکان هیچگونه تغییری در اين وضع نمی‌دهد که دنبالةٌ عددهای 
اول همه چا به صورت بکلی بی‌نظمی پرا کنده شده‌اند. 

مثلا"؛ می‌توان ثابت کرد که می‌توان دو عدد او پشت سرهم 
پیدا کرد؛ به‌نحوی که فاصلهٌ بین آنما» به هر اندازه‌ای که بخواهیم 
باشد» تنها لازم است که درجت دنبالهُ عددها به اندازة کاقی‌جلوبرويم. 
مثلا نتیجة عملمهای زیر ایئست که بین دوعدد اول متوالی» لااقل ۶ 
افتادگی وجود دارد یعنی شش عدد پشت سرهم می دهد که هیچکدام 


اول نیستند: 


۱۱۳ بازی با بنهابت 


۷۲ کج > ۴ >< ۳ > ۲ ۱۷-۰ >< ۶ < ۵ < ۴ ک ۳ > ۲ 
۶۲۷4۵ ۵ > ۴ ۳ ۲ ۶۷ ۵ 2 ۴ 2 ۳ > ۲ 
۵۶۰۷۷ ۴ > ۳ > ۲ ۷ ۶ ۵ > ۴ 26 ۳ ک< ۲ 


این عددهاء شش عدد طبیعی پشت سرهم هستند» زیرا هر کدام از آنهايك 
واحد از عدد قبلی‌بزر گر است. ضمناً هیچکدام ازاین عددهااول نیستند. 
زیرا حاصلضرب ۷( ۲۳۴۵۶ بره رکدام از عاملهای حود 
بخش‌پذیر است» بنابراین نخستین عدد برابر با مجموع دوجبله است کد 
هر کدام از آنا بر ۲ بخش‌پذیرند؛ به همین دلیل عدد دوم بر۲ ؛ عدد 
سوم بر۴: عدد چهارم بر ۵» عدد پنجم برع وعدد ششم بر ۷ بخش‌پذیر 
است. اگر ضریما را انجام دهیم بدست می‌آید: 


2۰ ۸۷ ۶ 2 ۵ 2 ۴ 26 ۳ 26 ۲ 
بنابراین» بحث برسر شش عدد زیر است: 
۷ ۵۰۴۶ ۱ ۵۰۱۴۵ ۵۱۴۴۰۱ ۰۵۰۴۳ ۵۰۴۲ 

و اینم‌اعددهای نسیتاً بزرگي هستند» می‌بینيم که برای پیدا کردن دو 
عدد اول که دست کم شش افتادگی بین آنما باشد.بااین‌روشباید خیلی 
عمیق در حوزة عددهای طبیعی نفوذ کنیم (روشن است که این موضوع 
ایکان این را ازبین نمی‌بردکه قبل از این عددها» بارها »چنین افتادگی 
بین دوعدد اول و جود داشته باشد). اگرازیرعورد باعددهای خیلی‌بزرگ 
نگران نیاشیم؛ می‌توانيم حتی به فاصله‌ای کسد شامل دست کم ۱۶۱ 
افتادگی باشد »دست‌يابيم. برای این منظور کافی است به حاصلضرب 


۲ > ۳ ۴۴ ۵ ۰۱ 


شا گرد جاد گر ۵ 1 [ 


به ثرتیب عددهای از ۲ تا ۱۰۱ را اضافه کنیم . باهمین روش می‌توال‌به , 
هر فاصلهٌ دلخواهی؛ بین دوعدد اول پشت سرهم رسید, 

با وجود این هرقدر که به عمق عددها پیشتر فرورویم و فاصلة 
دوعدد اول پشت سرهم را هرقدر بزرگ بگیریم» بازهم دوباره عددهای 
اول همسایه‌ای پیدا می‌شود که مثل ۱۱ و ۱۳ پا ۲۹ و ۳۱ به صورت 
دوعدد فردمتوالی؛ در کنارهم قرار گرفته‌اند. ریاضیدانها گمان می‌کنند 
که این «زوجپهای همسایه» عددهای اول؛ همه جا وهر قدرکه در دنبالة 
عددها پیش‌برويم» وجود دارد؛ ولی هنوز اثبات کاملی‌برّای این‌موضوع 


پیدا نشده است. 
قضية مر بوط به منز لکاههای عددهای اول 


آیا در دنبالةٌ عددهای‌طبیعی هرقد رکه جلو برویم» پازهم‌عددهای 
اول وجود دارد؟ آبا آنما تنها در قسمتی ازدئبالهءددهامتزل نکر ده‌اند؟ 

پاسخ به‌این پرسش را در دوهزار سال پیش هم داده‌اند. اقلیدسیء 
خیلی ظریف وزیبا ثابت کرد که بینهایت عدد اول وجود دارد. شبیه 
خود رشتة عددهاء درایتجا هم کاملا" متقاعد خواهیم شد. اگر کسی‌بگوید 
«اینجا پایان خط است»» من بلافاصله می‌توانم ثابت کنم ترانه به‌پایان 
نرسیده است» که عددهای اولی در خارج اين مرژهم وجود دارد. 

کافی است که این موضوع را تنها برای يك حالت ثابت کنیم؛ 
آنوقت برای هرحالت دیگر هم می‌توانیم بسه همان ترتیب عمل کنیم. 
برای اثبات؛ تنها باید به این حقیفت توجه کنیم که در دنبالة عددهای 
طبیعی» هردوعدد» یکی بر۲» هرسه عدد؛ یکی‌بر ۲ بخش پذیراست‌وغیره. 
وهمچنین عددی که بلافاصله‌بعد از مضرب ۲ قرار گرفته است بر ۲بخش 


۱1۱۶ بازی با بینها یت 


پذیر نیست» عددی که بلافاصله بعد از مضرب ۳ قرار گرفته است » بر 
۳ بخش‌پذیر نیست وغیره. 
حالاء اگر کسی ادعا کند که به‌جز 


۲ ۳۱ ۷ 


علرد اول دیگری وجودندارد: می‌توان به سادگی آنرا ردکرد. به كمك 


این عد‌دهای اول عدد 
۵۷۷۱ ۳ ۲ 


را تشکیل می‌دهيم. عدد ۲۳۵۷ بر ۰۷ ۷۵:۳ بخش‌پذیر است. 
بنابراین؛ عدد ۰۲۳۵۱۷۸۱ که عدد بلافاصله بعد از آنست» 
نمی‌تواند برهیچکدام از این عددها بخش پذیر باشد. ولی این عدد باید 
به مرحال دارای عامل اولی باشد؛ یعتی با بتواند به ضرب چندعامل 
اول تجزیه شود؛ ویاخودش عددی اول باشد. به‌اين ترتیب ادعای کسی 
که گفته است به جز ۰۲ ۰۳ ۰۵ ۷ عدد اول دیگری وجود ندارد» نقض 
می‌شود: باید عددهای اولی بزرگتر از ۷ وجود داشته‌ب‌اشد, به‌همین 
ترتیب می‌توان ثابت کرد که باید عددهای اولی» بزر گتر از هرعدد اول 
دلخواه وجود داشته باشد. 


حالاء عددا ۷4 )< ۵ هر ۴ ۲ را محاسیه می‌کنیم. این‌عددبرایر 
است با ۲۱۱. اگر بخواهيم این عدد را به صورت ضرب عاملهای اول 
تجزیه کنیم متوجه می‌شویم که به‌جز اوخودشبرهیچ عدد دیگری‌بخش 
پذیر نیست. به این ترتیب؛ تصادفاً ود این عدد. اول است وهمان عدد 


اولی است که از ۷ بزر گتر است و ما دنبال اثبات‌ و جودآن بودیم. 


شاگرد جاد و گر ۱۱۷ 


روشن است که گفتگو از این نیست که این عدد » نخستین عدد 
اولی است که بعد از ۷ قرار گرفته است . ما تباید به این روش دل 
ببندیم و گمان کتیم کسه به كمك آن‌می‌توان دنبالةٌ عددهای اول را 
پیدا کرد. 
اين روش استدلال به این نتیجه منجر می‌شود که مارا از عدد 
۷ به عدد 2۱۷ ۵ ۳ ۲ واز عدد ۱۱ به ۳۵۰۷۸۱۱ ۷ ۲ برساند 
و به کمك این عددهای جدید. عددهای اول تازه‌ای پدست آید. ولسی » 
فاصله پین این عددهای اول . خیلی زیاد است. آبا نمی‌شود: عددهای 
اول را در فاصلهٌ کوتاهتری بدست آورد؟ 
خیلی از ریاضیدانها به این مسأله مشغول شده‌اند؛ و ما در اینجا 
تنها یکی از زیباترین نتیجه‌هایی را که بدست آمده است. می‌آوریم : 
چپیشف » ریاضیدان روسی؛ ثابت کرد که بین هرعدد (به‌جز ۱) ودوبرایر 


آن» هميشه عدد اولی وجود دارد: 


بين ۲ و ۴ ۳ 
بین ۲ و ۶ 1 
بین ۴ و ۸ هو ۷ 
بین ۵ و ۱۰ ۷ 


ا گر چه‌هیچ قانون دقیقی دراینجا دیده نمی‌شود» ولی این پدیده‌هميشه ۳ 
هرقدر که در دثبالهُ عددهای طیبعی جلو برویم به قوت خود باقی‌است. 
اگر عددها را به‌اندازة کافی بزرگ انتخاب کنیم» پین این عددما ودو 
براپر آنپاء حتی به تعداد دلخواه عدد اول وجود خواهد داشت. 
بنایراین»ءبه نظر می‌رسد که عددهای اول قانون مخصوص به 
خودی دارند کد ظاهرا عجیب ولظم ناپذیر است. باوجود این «قانسونی 


۱۱۸ بازی با پینهایت 


برای متزلگاههای عددهای اول» وجوددارد که تقریبی وغیر دقیق است» 
درست مثل وقتی که دایره را به عنوان شکلی که از مشلشهای باریك 
کوچکی تشکیل شده است درنظر بگیریم (قبلا" هم گفتدام در بار#مشیوم 
دقیق اين «تفریب» به موقع خود گفتگو خواهیم کرد). 

تا ۰۲ يك عدد اول وجود دارد و آن نود عدد ۲ است. تا ۰۳ دو 
عدد اول وجود دارد: ۲ و ۲؛ تا ۰۴ بازهم دو عدد اول؛ تا ۵ سه‌عدد 
اول: زیراخود عدد ۵ هم اول است؛تا ۶ همان سه عدد؛ تا ۰۷ چهارعدد 
اول بعنی ۵۳.۲ و ۰۷ تا ۸ همینطور تا ٩‏ وتا ۱۶ همان‌چهار عدد 
اول وجود دارد وغیره. به این ترتیب» تعداد عددهای اول برابر است‌با: 

تا ؛ تا ۳؛ تا ع ؛ تام ؛ تا ع)؛ تا ؛ تام تاه تا هو 

۴ ۴ ۳ ۳ ۳ ۳ ۲۷ ۲ 

عددهای این دنباله تنپا وقعی بزرگ می‌شوند که به عدد اول تازه‌ای 
برسیم» و این پیش آمدهم‌به کلی نا منظم است: با و جود این» می‌توان 
دنباله‌ای نوشت که‌بتوان‌طبق قانون‌معینی جمله‌های آنرا پیدا کرد" ودارای 
اين ویژگی باشد که هر چه جلوتر رویم جمله‌های‌آن به‌جمله‌های دنبالةً 
مورد نظر ما نزديك ونزدیکتر شود. 

۱. برای کسانی که معتای لگارتيم را می‌دانند» این دنباله را در 
اینجا می‌آورم: 

۵ ۴ ۳ ۲ 
خر بت تیا سر ره ای ی و ی 
10۵ 102۴ 102۳ 108۲ 

لکارتیمایی که در اين دنباله وجود دارد» اسگارتيم طبیعی هستند. ما» در 
بار؛ لگارتیم طبیعی» در این کتاب گنتگو خواهيم کرد. 


نا گرد جاد و گر ِ ۱۹ ۱ 


قسمتمهای دور اين دنباله را می‌توان «نقریبا» یکدست به‌حساب 
آورد همانطور که قطاعهای يك دایره وقتی که تعداد آنها مسرتباً 


( 5 


به مثلشهایی که‌به خطمهای ر است محدو د شده‌آند» شبیه‌ترو شبیهتزمی‌شود: 


62 ۵ 


گر تقسیم دایره را به اندازةکافی ادامه دهیم می‌توانیم‌قطاعهای دایره 
را با مثلشهای متناظرآنها» «تقریباً #مساوی بدانیم. 

اگرچه نمی‌توان قانون دقیقی برای عددهای اول به‌سادگی‌بدست 
آورد؛ ولی همین رفتار «تقریباآً» منظم آنها. معنای دقیقی دارد که ما 
بازهم کمی بعد دربار؛ آن گفتگو خواهیم کرد. 

من تلاش تخواهم کرد که حتی به طور تقریبی قضية مربوط به _ 
منزلگاههای عددهای اولراثایت کنم. ازقدیم» برجسته‌ترین‌ریاضیدانها: 


زیاد می‌شود 


این اثبات را دست به دست کرده‌اند و به تدریج آنرا دقیتقر و کاماتر 


کرده‌اند» تا سرانجام آنرا به صورت امروزی در آورده‌اند. 


۱۲۰ بازی با بینها یت 


ریاضیدانها تلاش می‌کنند نا هر چه دقیقتر» میزان اشتیاهی را 
معین کنند که از جانشین کردن دنبالة نامنظم عددهای اول» بهوسیلة 
دنباله‌ای که پنابر قاعدة معینی تشکیل شده است» پیدا می‌شود. انکیزهة 
کاره‌ای تحقبقی در این مورد نه به خاطر فایدة آنست و نه به خاطر 
مصلحت ریاضیات بلکه به خاطر ظرافت ودشواری موضوع آنست.اين 
ظرافت هیچ شیاعتی به آنچه که در حوزه آنالیز تررکیبی به آن برعورد 
کردیم؛ ندارد. این» ارضای حسن زیبایی شناسی بی‌پایانی است که‌بنابر 
آن بشر می‌خواهد به هر قانونی» هر چقدرهم که بی‌نظم باشد دست‌باید 
و آنرا در اعتبار حود بگیرد. 

قضيه مربوط به منزلگاههای عددهای اول حاکی از اینست که 
اگر عددهای اول را در ابتدای دنبالهٌ عددهای طبیعی وتا آنجا که در 


دسترس هستند؛ در نظر بگیریم» از هیچ نظمی پیروی نمی کنند؛ ولی» 


شاگره جادو قر ۱۳۱ 


اگراین دنباله را به عتوان يك مجموعة نامتناهی بررسی کنیم» نوعی 
نقم در عددهای آن آشگار می‌شود. وقتی که‌شما به پرواز جمعی‌زنبورها 
نگاه کنید» به‌نظرتان می‌رسد که حشره‌های جداگانه» در جمتهای کاملاگ 
متفاوت‌حرکت می کنند؛ ولی اگر آنها رابه‌عنوان‌يك واحد درنظربگیریم» 
می بینیم که هدف مشخصی دارد و به سست معیئی جلو می‌رود. 


۸ عددی پیش خود فک رکنید 


به ریاضیات کاریسته برمی گردیم. ما دیگر می‌توائیم حجم‌مکمب 
را محاسیه کنیم. گاهی هم لازم است؛ حجم جسمی را بدست آوریم که 
شکل آن نظمی ندارد. ولی؛ حجم چنین جسمایی را نمی‌توانیم مستقیماً 
پیدا کنیم. در اینگونه موارد روش پیدا کردن جواب» بستگی به نوع 
پرسش دارد. فرض کنید که بخواهیم حجم يك جسم چوبی را پیدا کنیم. 
وزن آنرا می‌توانیم بدست آوریم. سپس ازهمان نوع چوب؛ مکعبی‌به 
حجم يك سانتیمتر مکعب درست و آنرا وزن می‌کنیم. 

در ایتصورت» جسم مورد نظر ما هرچند برابر مکعب واحد وزن 
داشته باشد» همانقدر سانتیمتر مکعب حجم خواهد داشت. 


معاد له 


همانطو رکه می‌بینید» دراینحالت نمی‌شود حجم رابه طورمستقیم 
معین کرد؛ بلکه این حجم را از بستگی که بین حجم و وزن جسم‌وجود 
دارد» بدست می‌آوریم. یعنی ابتدا وزن جسم را پیداسی کنیم‌وسپس به 
یاری آن به محاسبةٌ حجمء که مورد نظرماست» می‌پرداژیم. 
در ریاضیات چنین وضعی غالباً پیش می‌آیدء یعتی بك کمیت رانمی‌توان 


۱۳۲ بازی با بینها یت 


مستقیماً بدست آورد؛ بلکه باید آنرا از رایطه‌مایی کسه این کمیت در 
آنها صدق می کند؛ پیدا کرد. از اين رابطه‌ماست که ما می‌توانیم‌مقدار 
کمیت مجمول را بدست آوریم. 
چنین اندیشه‌ای در باره عمل» که دربسیاری از رشته‌های مربوط بسه 
فعالیت آدمی؛ نقش جدی وتعیین کننده دارد: در واقسع؛ هیچ تفاوتی 
با «معماهای» عددی» که همه باآن آشنا هستیمء ندارد: عددی درنظرمی 
گیریم» همانقدر به آن اضافه می‌کنم» حاصل را سه برابر می‌کنم و غیره. 
بعد از آنکه پك رشته عمل را پشت سرهم دربسارة عددی که در نظر 
گرفته‌ام انجام داد نتیجة آخر را اعلام می‌کنم (مثلا" ۳۶) و از شما 
می‌خواهم؛ عددی را که در ابتدا فکر کرده بودم» به من بگویید. 

مثلا اگربگویم» به عددی که فکر کرده‌ام» ۵ واحد اضافه کردهام 
و ۷ بدست آمده است» هر کسی بلافاصله پاسخ می‌دهد که عسدد اصلی 
برابر ۷ بوده است. 

حالاء به مسالة دشوارتری‌می‌پردآزيم.من عددی را درنظر گرفته‌ام 
آثرا در ۵ ضرب کرده‌ام » نتیجه را نصف کرده‌ام بعد ۳ واحد به‌آن 
اضافه کرده‌ام؛ عدد ۱۸ پدست آمده است. عدد اصلی کدام است؟ 

معمولا" اینگونه‌معماها» به‌طورشناهی طرح می‌شود وطبیعی است. 
کسی که باید پاسخ را بدهد نتواند همه آنچه را که می‌شتود؛ درخاطر 
خود نگه‌دارد. بنابراین» پمترین راه ایئست که شرطمهای معما‌بلافاصله 
نوشته شود. عددی که درنظر گرفته شده است» برای شتونده معلوم‌نیست 
ومی‌تواند آنرا با و نشان دهد. بعد» عملما را به ترتیب انجام می‌دهد: 
دوستش عدد زرا در نظر گرفته و آنرا در ۵ ضرب کرده است؛ تا اینجا 
می‌شود ری . سپس ننیجه را نصف کرده‌است ؛ که می‌شودد. سرانجام» 


شا ترد جادو گر ۱۳۳ 


۳ واحد به آن اضافه کرده است بدست می‌آید ۳ تقو می‌گوید کنه 
نتیجد همه ابن عملبا برابر با ۱۸ شده است: 


۵ 
۸ ۷ 
عددی که در تظر گرفته شده است» در این معادلد صدق می‌کند و بایدبه 
کمك آن پیدا شود. 
آدسپایی هستند که ذهن پرتوان‌آنها» ازعهدة هرگونه محاسبه‌ای 
بر میآید وچنین معادله‌هایی را به سادگی حل می‌کنند. ولی؛ کسانی‌هم 
که چنین نیرویی را ندارند» می‌توانند» معادله را گام به گام حل کنند: 
وقتی که به عددی ۳ واحداضاقه کرده‌ایم» ۸ بدستآمده است؛ بنابراین» 
این عدد ۱۵ بوده است: 


0 


حالا دیگر مقدار ۶ را ساده‌تر می‌توان پیدا کرد. ولی: اگرباز هم پیدا 
کردن « برایمان دشوار باشد» می‌توان بابرداشتن گام بعدی» آنرا ساده‌تر 
کرد: وقتی که نصف عددی مساوی ۱۵ باشد خود آن عدده مساوی۳۰ 
می‌شود: 
۰ 2 

حالا دیگر هر کسی می‌تواند متوجه شود که‌وقتی پنج برابر عددی‌مساوی 
۰ شده است. خود آن عدد؛ به جز ع چیز دیگری نمی‌تواند باشد. 

باهمین روش؛ یعتی گذار از يك مرحله به‌مرحلة دیگر؛می‌توانيم 


۱۳۴ بازی با بینها یت 


هر معادله‌ای را حل کنیم. وقتی از معادلهً 
۸ مکش 
ل 


به معادلةً 


می‌رسیم» به این معناست که از سمت چپ علامت تساوی» چملهة ۳ را 
حذف کرده‌ايم وهمراه با آن» عددسمت راست تساوی را هي به‌اندازةً 
۳ واحد کوچك کرد‌ايم. در بار؛ این عمل معمولا" اینطور می‌گوبند: 
جمله‌ای را که در يك طرف معادله باشد می‌توان به طرف دیگرمعادله 
به عنوان جملة دوم تفریق» منتقل کرد. 

وقتی که از معادلة 


به معادله 


۵۰ 
می‌رسیم؛ به‌معنا ی آنست که‌درسمت چپ تساوی؛ مخرج راحذف کرده‌ایم 
وهمراه باآن» عدد سمت راست تساوی را دوبرابر کرده‌ايم. دربارة این 
عمل هم می‌گویند: مقسوم علیه را می‌توان به طرف دیگر معادله » به 
عنوان يك عامل ضرب منتقل کرد. 
به طور کلی» می‌توان هر عبارتی را از يك طرف معادله»به‌ طرف 


شا گرد جادو گر ۱۳۵ 


دیگر آن منتقل کرد به شرطي که نوع عمل را بهعکس آن تبدیل کنیم. 

اگر حتی به يك معادل به‌ظاهرپرحیله‌ای برخوردکتیم؛ هم آنچه 
راکه دربارة کشف يك عدد گفتيم» به قوت شود باقی‌می‌ساند. مثلال 
فرض کنید که مسأله. چنین باشد: « پدر ۴۸ سال وپسر ۲۳ سال دارد» 


بعد از چند سال» سن پدر؛ دو برایر سن پسر می‌شود؟» 


بسیاری؛ جواب راء بلافاصله وبدون تشکیل معادله پیدامی‌کنند. ولی» 
اگر کسی» چنین سرعت انتقالی در محاسبه :نداشته باشد باید به‌معادله 
متوسل شود. 

در این معما: عددی در ثظر گرفته شده است که من اطلاعی از آن 
ندارم» یعثی این عدد برابر است با . به زبان دیگرء بعداز »ر سال.سن 
پدر دو برابر سن پسر می‌شود. ولی چگونه باید این پاسخ را جستجو 


۱۳۶ ۱ بازی‌با پینهایت 


کرد؟ 

کسی هم که جواب را در ذهن خود بدست مسی آورد؛ پیش خود 
حساب م ی کند که بعد از « سال؛ سن پدر وپسر چقدر است ومی‌بیند که 
در واقسع هم ؛ در آن موقسع» تعداد سالمهای سن پندر دو برابسر تعداد 
ساللهای سن پسر است. بعد از عر سال » پسدر »ز سال بر گقر مسی‌شود 


یعنی( ۴۸۲-۲ ) سال‌دارد؛ پسرهمیعد از ۶ سال؛ (لم؟۲) ساله‌می‌شود. 
بنابراین» محاسب زبردست ما: به عددی فکر کرده است که اگر به ۴۸ 


و۲۳ اضافه شود نتیجه اولی؛ دو برابر نتیجة دومی باشد: 
(۲۳4+۷) ۲ ۴۸۰ 


واز همین معادله است که باید ر را بدست‌آورد. درطرف راست‌تساوی» 
می‌توان عمل ضرب در ۲ را انجام داد به‌این ترتیب که ۲ را دره رکدام 
از جمله‌های مجموع داخل پرانتز ضرب کرد: 


۴۶۳-۷ ست ورس ۴۸ 


عدد مجم‌ول بر را که در سمت چپ تساوی است. به عنوان مفروق» بد 
سمت راست تساوی می‌آوریم و در ردیف ۲۶ قسرار می‌دهیم , همینطور» 
عدد ۴۶ راء باز هم به عنوان مفروق: به سمت چپ تساوی می‌بریم ودر 
کنار ۴۸ می‌گذاريم. به این ترتیب » جمله‌های شامل مجهول ر دريك 
طرف وجمله‌های عددی در طرف دیگر تساوی قرار می‌گیرد: 


۲۲-1 بت ۴۶ ۴۸ 


روشن است که ۲ ۴۸۰-۴۶ وهمچنین اگر از ۷۶ به اندازيك 


شا ۳ردجاد و گر ۱۳۷ 


۶ کم کنيم‌يكوو بدست می‌آید. به اين نتیجه می‌رسیم : 
۲ 

بعنی» بعد از دوسال» سن پدر دوبرابر سن پسرمی‌شود. درواقع» 
بعد از۲ سال پدر ۵۰ ساله وپسر ۲۵ ساله می‌شود. 

کاررا باز هم پیچیده‌تر می‌کنيم. «من دوعدد را با هم درتظر 
گرفته‌ام که مجمو ع آنها مساوی ۱۶ شده است. این عددها کدامند؟ » 

برای اينکه این مساله رایتویسیم» عددهایی را در نار گرفته‌شده, 
و 7 می‌نامیم . به این ترتیب در مسألهٌ ما؛ تاکید شده است که 

»اد از 

خیلی ساده می‌توان دو عدد از اینگونه را جستچو کرد؛ مثلاگ 
عددهای ٩9۱‏ دارای چنین عاصیتی هستند. و لی» ۲ و۸هي همین‌خاصیت 
را دارند! عددهای ۴ و ۶راهم می‌ثوان به عنوان دو عدد موردنظرءبه 
حساب آورد؛ وهمینطور جوابپای دیگری هم وجود دارد. بله! این يك 
فریب واقعی است: با آگاهی که‌داده شده است» نمی‌توان دوعدد راپیدا 
کرد. کاملا" حق داریم از طرح کنندة معما بخواهيم : 

سیازهم چیزهایی دربارة اي دو عدد بگو! ۱ 

سیسیار خوب؛ اضافه می کتم که ثفاوت این دوعددبراپراست‌با۲: 


۲و ل 


حالا دیگر می‌توانیم به راحتی کشفن کنیم که تشپا دو عدد وجرد دارد 
که با این شرطمها می سازد. این دو عدد عبار تند از ۴ و ۶ که‌درواقع‌هم 
مجموع آنها مساوی ۱۰ وتفاوت آنها مساوی ۲ است. 


۱۳۸ بازی با بیلها یت 


بر ای‌اینکه بتوانیم دو عدد مجپول را « کشف) کنیم» به دومعادله 
ویا به اصطلاح به يك دستگاه معادله‌ها؛ نیاز داریم. اگر کشف دو عدد 
دشوار به نظر برسد» در اینجا هم می‌توان از قاعده‌های مشخصی استفاده 
کر هر 

فرض می‌کنیم که کسی نتوانسته باشد جوابهای ۴ و ۶ دستگاه 
معادله‌ها راء حدس بزند» در ابنصورت او باید این راه را انتخاب کند: 
اگر در معادلةٌ احیر» مقروق را از سمت چپ تساوی» به جای اول خود 
در سمت راست تساوی‌بر گر دانیم» در سمت چپ تنها و باقی می‌ماند: 

۷-۲ 

از اینجا معلوم می‌شود که عدد دوم» دو واحد از عدد اول بزرگتر است. 
بنابراین» مساألةٌ رامی‌توان ب‌صورت ساده‌تری تنظیم کرد: «عددی درنظر 
گرفته‌ام» اگر عددی را که ۷ واحد بزرگتر است به آن اضافه کنم؛عدد 
۰ بدست می‌آید. کدام عدد را در نظر گرفته‌ام؟ه 

اين مساأله را می‌توان اینطور نوشت: 

۰ (۲ )و 

که درآن تنها با يك مجهول سرو کار داریم و ماهم از روشپایی که 
برای جستجوی يك مجم‌ول به کارمی‌رود» آگاهی داریم. ووقت یکه مقدار 
۳۹ معلوم باشد» به سادگی می‌توان #را پیداکرد: ۷ به اندازهُ ۲ واحد 

نمونه‌ای دیگر: ودوعدد در نظر گرفته‌ام: عدد اول را به دوپرابر 


عدد دوم افز وده‌ام» عدد ۱۱ بدست آمده‌است؛ سپس دوبرابر عدد اول را 


شاگره جاوو گر ۱۳۹ 


به چپار برابر عدد دوم اضافه کرده‌ام ۲۲ بدست آمدة است. کدام‌عددها 
را در نظر گرفته‌ام؟ » 
تمام این متن را می‌توان به طور خلاصه چنین نوشت: 

5 ۲۷ ۱ 

۲ - ۴۷ ۲1 
هر خواننده‌ای که به این معادله نگاه‌کند خیلی زود متوجه می‌شودکه 
در واقع» آنها دومعادله نیستند. در این باره آزمایش کنیم: عسددهای 
او ۵ در معادلة اول صدق می‌کند» زیرا 

۱۲۲۵ 


همین عددها؛ در معادلهٌ دوم هم صدق می‌کند» زیرا 


۲4۵۴2۲ ۱ 
ممکن است. گمان کنیم که اینما: همان عددهاپی هستند که از ابتدا در 
نظر گرفته شده بود. ولی» اینطورئیست! عددهای ۳ و ۴ در شرط معادله 
اول صدق م یکند؛ زیرا 
۴۸ ۳-۲ 
همین عددهاء در معادله دوم هم صدق می‌کند: 
۴2۲ ۳-۴ ۷ ۲ 


به‌نظر می‌رسد» هردو عددی که در معادلة اول صدق کند در معادلهدوم 
هم صدق می‌کند. شرط دوم» این امکان را نمی دهد که يك زو ج عدد 


۱۳۰ بازی‌با بینهایت 


مشخص انتخاب کنیم. دلیل این وضع روشن است! 5 و بر هرچه‌یاشند» 
هميشه عدد »(۲دو برابرعدد »ز» و ۴5 هميشه دو برابر ۲۲ است. به‌این 
ترئیب. مجموع ۷-1-۴5 باید دو برابر مجموع ۲۷ یر بساشد. چونه 
4-۲ برایر ۱۱ شده ۲-۴۷ تنها می‌تواندبرابر ۲۲ باشد. یعنی» 
معادلة دوم هیچ آگاهی تازه‌ای در بار دوعددی که در نظر گرفته شده 
است» به ما نمی‌دهد: معادلة دوم همان معادلة اول است؛ منتبی به 
صورتی پیچیده تر. 

وقتی که مساله» ویو را از دستگاه معادله‌های 

4-۲۷ - ۱ 
۲ ۴۷ ۳ 

خواسته باشدءنیرنگ بازهم بیشتری به کار رفته است. در این جستجوء 
حتی ممکن است شما دچار سر در دپشوید» زیراهیچ دو عددی وجودندارد 
که در اين دومعادله صدق کند. ما دیدپم که /ع ۲۱ برای هممقادیر 
»ولو هميشه دو برابر 4-۲۷ است. وقتی که ۷۷ برابر ۱۱ باشده 
۲۲ باید برابر ۲۲ بشود وینابراین‌تمی‌تواند برایر ۲۳ باشد.معادلةً 
دوم درو غ معادله اول را فاش می‌کند. 

آنچه را که گفته‌ایم جمع بندی کنیم: دومجهول دازما نی‌می توا 
از ده معادله بدست آودد که پیام دو معادله؛ یکی نباشد» یاپبامهای یکدپگر 
نقضی نکنند. 

حالا» برای حل این معما کوشش می‌کنیم: «عددی درنظر گرفته‌ام» 
هشت برایر اين عدد را به مربع آن اضافه کرده‌اي ٩‏ بدست آمده‌است». 


می‌نویسیم : 


شاگرد جاد و گر ۱ ۱۳۱ 


رم ۳۲ 
در اینجاء تنپا يك مجهول وجود دارد» ولی با دشواری تاره‌ای رویرو 
هستیم : اپن مجهول به توان ۲» رسیده‌است. مابا معادلة درجة دوم 
سرو کار داریم. 
از ساده‌ترین نوع معادلة درجه دوم آغاز کنیم. مثلا» معادلة 


را انتخاب م ی کنیم. هر کسی؛ متوجه می‌شودکه عدد مورد نظر برابرراست 
با ۴ زیرا اگر ۴ را به توان ۲ پرسانیم؛ عدد ۱۶ بدست می‌آید. مسالة 
۶ ۲۳(۲) 
هی مسالهٌ ساده‌ای است» زیرا عددی که توان دوم آن ۱۶ باشد» برابر 
است با ۴ وبدست می‌آوریم: 
۴ 2 ۲۳ 

واز آنجا بلاناملد معلوم می‌شود که ۱ عد ( . 

در ایئجا» ما باعبارت 4-۳(۲:) سرو کار داریم. به‌یادمی آوریم 
که مربع مجموع دوجمله را چگونه بدست می‌آوردیم: مرب جمله اول 
رکه در اینجا ۲ می‌شوح)؛ به اضافة دو برایر حاصلضرب دو جمله رکه 
در اینجا رو می‌شود) به‌اضافة مربع جملة دوم (که دراینجا ٩‏ می‌شود). 
در ایتصورت. معادلة ما به این شکل در می‌آید: 


۶ ور 


و وقتی که معادله‌ای به این صورت داده شده باشد» به‌ساد گی‌می‌فمیمیم 


۱۳۲ پازی با پینهایت 


که چگونه باآن عمل کنیم: باید سه جمله‌ای سمت چپ تساوی رابه 
صورت توان دزم يك دوجمله‌ای بنویسیم. مثلاگ اگر معادله‌ای را به 
اینصورت داده باشند: 
۸۱۶۵ 
باید کثف کنیم که ۴ ۲ زر و ۱۶ هم مربع کامل است وبنابراین 
۲(ع )مت ام ۴۲ ک ۲ او و۱ و 


از آنجا: معادلة ما به صورت 


2۵ (۴-+4) 
در می‌آید؛ کدحلآن کاملا" شبیه معادله ای که در بالاداشتوم ‏ انجام‌می‌شود. 
روشن است که اگردر معادله. عدد ۱۶ را به طرف دوم‌می‌بردیم 
و تفاضل ۲۵-۱۶ : بعنی ٩‏ را می‌نوشتيم؛ در اساس حل آن تفاوتی به 
وجودنم ی آمد. دراین‌حالت» معادلمابه صورتی که معمولا" داده‌می‌شود.یعنی 
4 ام 
در می‌آمد؛ به‌سادگی‌می‌توان توجه کرد که باید سمت چپ‌معادله رانا 
مجذور کامل يك دوجمله‌ای تکمیل کنیم. اسر در سمت چپ تساوی 
جملة ۴۲۰-۱۶ وجود داشته باشد» به‌صورت ً) ۴ ۲ ۱ )۰ یعنی‌مجدور 
يك دوجمله‌ای درمی آبد. می‌دانیم که اگربه دو مقدار مساوی» يك‌مفدار 
اضافه کنیم عمچنان مساوی باقی می‌مانند؛ به دوطرف تساوی» عدد 
۶ را اضافه می کنیم: 


و۱ ور ور 


شا"ترد جاده گر ۱۳۳ 


ودر نتیجه» به همان شکلی می‌رسیم که حلآن برایمان دشوار نیست. 

تکمیل يك چنین دوجمله‌ای نا مجذو رکامل » هميشه ممکن‌است. 
اگر جملة درجة دوم به صورت ۲ تباشد و مثلا"ً به صورت ۳۸۲ باشد» 
مثل معادلهً 1 

۳۶۲-۲ ۲۴۲-۷ 

آنوقت» قبل از همه دو طرف معادله را بر ۳ تقسیم می‌کنیم. درواقع» 
اگر مقادیرسمت راست وسمت چپ معادله یاهم برابر باشند» درآنصورت 
ثلث این مقادیرنیز پاهم برایر خواهند بود: ثلث ۳۶۲ مساوی ۰*۲ ثلث 
۲۴۶مساوی در وثلث ۲۷ مساوی ٩‏ می‌شود وبنابراین بدست می‌آید: 


۲۸ 


ومعادلهٌ به این شکل را هم می‌توانيم حل کنیم. 

اگر هم عددهایی که دراینجا باآنبا سرو کارداریم؛بر ۳بخش‌پذیر 
نباشند ویا اگر ضریب د عددی‌زوج نباشد؛ در آنصورت با عددهای کسری 
برعورد خواهیم کرد. لزومی ندارد که در اين باره نمونه‌هایی بياوریم 
زیرا هیچ دشواری ویژه‌ای پیدا نمی شود. به این ترتیب» معادلهة ما به‌هر 
صورتی که باشد می‌توان سمت چپ آنرا به نوان دوم یك دوجمله‌ای 
تبدیل کردو آنرا به صورت آشنایی درآورد که حل آن برایمان ممکن 
باشد. 

اینگونه راه حلما؛ ازویژ گیهای روشبای ریاضیات است :وقتی 
که مسأّله‌ای در پرابررپاضیدان قرار می‌گیرد» بلافاصله و به طورمستفیم 
به حل آن نمی‌پردازد؛ پلکه آنرا آنقدر تغییر می‌دهد نا بد مسا له‌ای‌پرسد 


۱۳۴ بازی با بینها یت 


که قبلا" آنرا حل کرده است وروشن است که انگیژة همه اینها «راحتی 
در محاسید» است. 

طرح کاریکاتوری این روش را می‌توا به وسیله این معما که 
برای ریاضیدانها معروف است . داد: «درمنزلتان اجاق گاز دارید» آب 
در شیر است» قوطی کبریت و دیگ هم آماده است. می خواهيم آب را 
بجوشانیم. چگونه این کار را انجام می دهید؟» 

پاسخ بالحنی‌ته چندانمطمئن داده می‌شود: «گاز راروشن‌م ی کنم؛ 
آب را در دیگ می‌ریزم و آنرا روی اجاق می‌گذارم». - «بسیار خوب 
حالاکمی صورت مساله را تغییر می‌دهیم . همه چیز مثل سابق » جزاینکه 
آب در دیگ وجود دارد. در ایسن حالت چه باید بکنید؟ه شنونده با 
اطمینان پیشتری پاسخ می‌دهد: «آتش را روشن می‌کنم و دیگ‌را روی 
آن می‌گذارم 5 

ولی»ا گر چهغیر منتظرهاست»می‌توان گفت : «درست‌است» فیریکدان 
به همین ترتیب عمل می‌کند! ولی؛ ریاضیدان» آب را از دیگ بیرون 
می‌ریزد ومی‌گوید که در اینصورت. به‌همان مسأل قبل می‌رسیم ». 

بخصوص » همین روش رسیدل به آنچه که از قبل می‌دانیم » 
پایة حل معادلة درجد دوم است؛ نه فرمولی که در دبیرستانها از آن 
استفاده می‌ کنند وهر دانش آموزی چنان آنرا در ذهن خود فروکرده 
است که حتی سالپا بعد از پایان دورة دبیرستانی» در خعواب هم مثل 
صدای طبل در مغز او صدا می‌کند. 

به نظر می‌رسد که باز هم ممکن است دراینجا دشواری پیش‌آید. 
فرض کنید» بتوانیم سمت چپ‌ساوی رابه‌صورت مجذور کامل‌در آوریم. 
ولی هیچ عددی وجود نداشته باشد که مجذور آن مساوی عددی باشدکد 


شا "گر دجاده گر ۳۵ 1 


در سمت راست تساوی قرار گرفته است؛ مثلا" 
۲( ج) 


در واقفع » اگر به جای ‏ ) عدد بگذاريم هرگر به نتیجه‌ای که 
در سمت راست نساوی است» نمی‌رسیم. باوجود این بسیارپیش می‌آید 
که درعمل‌به چنین معادله‌هایی می‌رسیم . دراینجا: مسأأله‌ای در پرابرما 
قرار می‌ گیرد» که مربوط به عمل توان است: درجستجوی عددی هستیم 
که توان دوم آن مساوی ۲ باشد. واین همان مسأألة دیثه گرفتی است که 
ما درقسمتهای بعد؛ به‌عنوان یکی ازعملپای عکس توان» به آن‌خواهيم 
پرداخت. (درهمانجا به‌پرسش مربوط به تعدادجوایای معادلهدرجه دوم 


هم پاسخ خواهیم داد؛ تا آن زمان تنبا بسه اين مطالب دلخوشیم کد 


۱۳۶ بازک با پینهایت 


می‌توانیم جوابی را جستجو کنبم.) برای آرامش خواننده» تنها این‌را 
می‌گویم که ما به حل این مساأّله موفق خواهیم شد. 

اکّر خواننده» خود را در قیدوبند فرمولما گیر نینداخته باشد و 
به ماهییت عملما توجه می‌کند» می‌تواند بدون هیچ زحمتی» بسیاری 
از معادله‌های درجه‌های بالاتر را حل کند. مثلا": فرض کنید» این معادله 
را به ما داده باشند: 


۷ ۱(۲) 
چون ۰۲۷-۳۳۳ پعنی ۳۲ است. بنابرایسن ۰۳ همان عددی است 
که مکعب آن برابر است با ۲۷ وبنابر این 


۱ ۳ 


واز آنجا به سادگی جواب معادلة ما بدست می‌آید: 
۲ << ر 


عبارت "(۱) را هم براساس رابطةٌ دوجمله‌ای؛ باز کنیم. با 
باز کردن ۲-۱(۴) این گمان پیش مي‌آید که با تکیه برآن» می‌توان 
هرعبارتی از نوع آنرا به مکعب يك‌دو جمله‌ای تبدیل کرد. ولی؛ هر 
معادلٌ درجه سومی را نمی‌توان به جابی رسائید که سمت چپ آن يك 
مکعپ کامل باشد. با وجود این برای»عادلدهای درجسوم وچهارم؛راه 
حلمبای کلی وجوددارد. 

ضمتاً؛ علاوه برچپار عمل اصلی وجذر گرفتن؛ باید ريشة سوم و 
ريشة چبارم را هم پیدا کنیم یعنی باید در جستجوی عددی باشیم که 
مکب يا توان چپارم آن مساوی عدد مفروضی. ومثلا" ۰۲ باشد. 


شا رد جادوگر ۱۳۷ 


شاخه‌ای از ریاضیات که کارش» حل معادله‌هاست» جبر نامیده 
می‌شود. در دبیرستان؛ جبر به همدٌ آنچیزی گفته می‌شود که به هندسه 
بستگی نداشجه باشد. ولی این يك حقیقت است که در همه شاخه‌های 
ریاضیات؛ وحتی در هندسه» درهر گام‌به معادله برعورد می‌کنيم . به‌همین 
مناسیت؛ پرای دانشآموزان این گمان پیش می‌آید که ریاضیات؛چیزی 
جز دانش معادله‌هاء نیست واحتمالا ریافیات عالی هم دانشی اس ت که 
به‌بررسی معادله‌های پیچیده‌تر می‌پردازد. درواقع؛ دوره‌ای وجودداشت 
که در آن» همة توجه ریاضیدانما» معوجه جبر بود. پیشرفت رباضیات 
در این رشته به این معنا گرفته می‌شد. که با تکیه برمعادله‌های درجة 
سوم ودرجة چبارم؛ بتوانند روشبای کلی حل معادلةٌ درجة پنجم وبه 
طو رکلی» معادلد با درجهٌ دلخواه را پیدا کنند. 


قابل حل نبودن معادلهٌ درجة پنجم 


می‌توانید پیش خود مجسم کنید که این خبر چه هیجانی به‌وجود 
آورده که بل ریاضیدان: شرطی را پیداکرده است که درصورت وجود 
آن برای يك معادله می‌توان روش کلی حل معادله را به کمک چمارعمل 
اصلی حساب وریشه گرفتن؛ پیدا کرد» وسپس معلوم شد که این شرط 
تنپا در معادله‌های درجه اول؛ دوم سوم وچپارم صدق می‌کند. به‌این 
ترتیبآرزوی پیدا کردن رو شکلی حل معادلة درجدٌ پنجم؛بر باد رفت. 
به نظر می‌رسید که جبردانا؛ پاید بسه موقع حرفة خود را تغییر دهند. 

وما در اینجا به یکی از شاعرانه‌ترین پیشآمدهای غم‌انگیز تاریخ 
ریاضیات می‌رسیم. يك قرانسوی بیست ساله به نام گالوا بسه خاطر يك 
دختر در گیر يك دوئل‌شدودراین دوئل کشته‌شد. گالوا » درآستانة مر گك» 
نامه‌ای‌به دوستش‌نوشت ودراین«و صیت‌نامه»اندیشه‌های خودرادربار فجبر 


۱۳۸ بازی با پینها یت 


بیان کرد و به اپن شاخذ ریاضیات» که بدون تکیه‌گاه به نظرمی‌رسید. 
شکفتگر تازه‌ای پخشید. 
باوجودی که برای‌حل معادلة درجة پنجم» روش کلی وجودندارد» 
بعضی از حالشهای آنرا می‌توان حل کرد. مثلاء معادلةً 
۳۲ ۵ 


ویا معادلهُ 


۲ (۱ 0 
که با حل معادلهاول به جواب ۲ یر وبا حل معادلدُ دوم به زر 3 ۲ , 
واز آنجا به جواب ۱ می‌رسیم. معادله‌هایی که به صورتمهای دیگر 
هم باشند» ممکن است حل شوند . بسکی از نمونه‌های ممکن را در نثظر 
می‌گیریم. روشن است که جواب معادلة 
ه مج )سل ۴و۷ سل شیر 

عبارتست از ه <-» زیرا هرتوانی ازصفر برابر است‌پاصنر وحاصلضرب 
صفر درهر عددی برابر صفر می‌شود؛ به این تر تیب» حاصل _ ه ۰۴ ک< ۲ ده 
برابر صفر حواهد شد. 

به‌همین مناسیت است که پبنة تازه‌ای‌در برابر بررسیهای‌جبری 
گسترده می‌شود؛ اگر چه نمی‌توافیم در بار؛ روش کلی حل گفتگ و کنیم 
ولی می‌توانیم اين مسالة بسیار جالب را بررسی کنیم : کدام معادلای 
از درجه‌های بالا را می‌توان به کمكعملمهای یاد شده حل کر د؟و صیت‌نامةً 
گالوا» روش حل این مسأّله را به ما می‌دهد. 

نظر یذ گا لوا 


روش گالون» بیش از اندازه سودمند افتاد. بدویژه, جیر که در 


شاگرد جادوگر ۱۳۹ 


خطر سقوط بود به کمك این روش؛ توانست شکوه وجلال‌پیشین خودرا 
بدست آورده نیروی درونی ریاضیات. زخم را در همانجایی که پیداشده 
بودء شقابخشید. شاخ تاز؛ جبر» خاطره گالوا را گرامی داشت و به نام 
او نطویذگا لوا نامیده شد. 

واين چیزی است که من می‌خواهم توجه خواننده را به طرف‌آن 
جلب کنم. در جیر بیش از همه بسه این موضوع برخورد می‌کنیم کسه 
ریاضیات با به کار بسردن روشهای خاص خود هميشه از جلد محدود 
خود بیرون می‌آیدو قلمرو خود را گسترش می‌دهد. وما بارها وبارها با 


این حقیقت مواجه می شویم. 


-ِ 


قالب سازنده 


عدد راه فر ارمی‌خواهد 


زمانا اینجا توانسته‌ايم حیلی چیزها را فرا بگیریم. همه آنپا» کم و 
پیش به عمل عکس می‌رسند» واکنون؛ زمان آن رسیده است که عمل 
عکس را مورد بررسی قراردهيم. 

تفریقی» هنوز پی‌آزار ومعصوم به نظر می‌رسد. درتفریق» سخن‌از 
: چه عملی است؟ عکس عمل جمع را» به این ترتیب می‌توان فهمید: من 
. مجموع دو جمله را می دانم» مثلا ۰ یکی از جمله‌ها هم پبسرای من 
معلوم است؛ مثلا" ۶. جملهٌ دوم چیست؟ روشن است که گفتگو پسرسر 
۴ است؛ زیراء اگراز ۰۱0 جمله معلوم ۶ راکم کنیم؛ همین عدد ۴بدست 


: می‌آید. چه دشواری در زیر این عمل پنهان است؟ 
عده‌های منفی 


دشواری از اینجاشروع می‌شودکه پیش از آنکه عددهای ۱۰وع 

به عنوان مثال» داده شودء کمی در بار؛ آن فکر کنیم. در مورد جمع» 

۱ می‌توان دو «موضع! از دثبالة عددهای طبیعی راء انتخاب کرد. تردیدی 

نیست که این دوعدد را هرجور انتخاب کنیم وبه هرترئیبی بنویسیم» 
می‌توانیم آنها را جمع کنیم. 

ولی فرض کنید که مسأله‌ای به‌اين صورت داشته باشیم: مجموع 

۱ دو عدد مساوی ۶ شده است؛ یکی از دو عدد برایر است باه۱» عدد دوم 


قالب ساز نده ۱۳۲ 


چند است؟ 


بلافاصله دیده می‌شرد که‌نمی‌توان پاسخ این پرسش را پیدا کرد. 
مجموع نمی‌تواند کوچکتر از یکی از جمله‌های جمم باشد؛ و به همین 
مناسیت» همیشه‌باید توجه داشتة باشیم که مفروق از مفروق‌منه کوچکتر 


است. 


ولی آیا هم مطلب همین است؟ 

ممکن است: خواننده دچارحیرت شود که چرا دربار؛ مطلبی به 
این پوچی» اینهمه گفتگو می‌کنیم. هیچکس نمی‌تواند» حنی تصوراینرا 
داشعه باشد که می‌توان از چیزی» بیش از آنچه که در ابعدا بوده است 
برداشت کرد وهمه تفریقمهای «عادی» راهم می‌توان به‌سادگی و بدون 
هیچ زحمتی» انجام داد. 

البته این »طلب درست‌است.ولی» باهمه اینهاحالتهایی پیش‌می 
آید که مسأله به ما تحمیل می‌کند که عدد بزرگتر راء از عدد کوچکتر 

کنیم. 

ِ معادله‌ای به یاد بياوريم که به یاری آن می‌شد به ایسن پرسش؛ 
پاسخ داد: بعد از چند سال سن پدر» دوبرابر سن پسر می‌شود.؟ 

اين مساله راء برای حالتی در نظر می‌گیریم کة پدر ۵۲ سال و 
پسر ۲۷ سال داشته باشد. در این موزد هم» کاملا" شبیه قبل استدلال 
می‌کنیم: فرض می‌کنیم که این پیش آمد. بعد از »ر سال پیدا شود. در 
آن زمان» پدر ‏ +۵۲4 سال و پسر -۲۷-۰۲ سال خواهد داشت؛ ضمناً 


باید داشته باشیم: 


۰+۰ ۲۷) ۲ و۵۲ 


۱۳ بازی با بینهایت 


در سمت راست تساوی» هردو جمله داعل‌پرانتزرا در ۲ ضرب م ی کنیم» 


۵۲۵۴4 ۲ 


از قاعده‌ای که مي‌دانيم» استفاده می‌کنیم : را به سمت راست 
تساوی می آورپم و ۵۴ رابه سمت چپ منتقل می‌کنیم» بدست می‌آید: 


سس ۲2 ۵۴ ۵۲ 


اینجاست که گرفتار می‌شویم: به عددی نیاز داریم که برابر باحاصل 
تفرین ۵۲-۵۴ باشد» در حالیکه: این تفریق رانمی‌توانیم انجام دهیم! 

می‌بینید که خود به خود به ایین سمت کشیده شدیم که مقدار 
مجهول برابر است با تفاضل ۵۲-۵۴ بنابراین باید در تنظیم صورت 
مسأله» اشتباهی شده باشد: سن این پدر» هرگز درآینده» دوبرابر سن 


قا لب از نده ۱۵ 


پسرنخواهد شد. 
روی عددهایی که به عنوان سن پدروپسرشده است (یعنی۲ ۵و ۲۷) 
پیشتر دقت کنیم. خیلی زود می‌توان فهمید که دو سال قبل پدر ۵۰ 
سال وپسر ۲۷۵ سال داشته‌است: ودرآن زمان» سن پدر» دو برابر سن‌پسر 
بوده است, 
به این ترتیب» تنما باید جزئی تغییری در صورت مسألاٌ بدهیم: 
چند سال قبل» سن پدر دو برابر سن پسر بوده است؟ 
حالا دینگن حل مسأله» هیچ زحمتی ندارد  .‏ سال قبل» پدر 
۵۲۷ وپسر - ۲۷ سال داشته است وپاید داشته باشیم : 
(--۲۷) ۲ < 1 - ۵۲ 
تفاضل سمت راست تساوی باید در ۲ ضرب شود ۲۷ و ۶ را به‌طور 
جداگانه در ۲ ضرب می‌کنیم: 
۵۴ یز ۲ 
« وقتی که شما می‌خواهید» حاصلضرب ۲۹۹ راپیدا کنید؛ می‌توانید 
۲را در ۱۶۰ ضرب کنید وسپس؛ از حاصلضرب. ۲ واحد کم کنید. در 
این صورت. شما عدد ۹٩‏ را ۱۶۰-۱ وشته اید و برای اینکه‌دو برایر 
آنرا بدست آورید تفاضل ۲۱۰۹-۲۱ را پیدا کرده‌اید). 
حالا» ۲ را به عنوان يك عامل جمعء به سمت چپ و ۵۲ رایه 
عنوان مفروق به سمت راست منتقل م یکنیم : 


۵۴-۲ با ۳۲ 


که هم تفریق سمت چپ وهم تفربق سمت راست را می‌توان به راحتی 


۱۳۶ بازی با پینها یت 


انجام داد: 
۲ 

و به این ترتیب» به همان نتیجه‌ای که انتطار داشتیم؛ می‌رسیم . 

باوجود اين» روشی را که انتخاب کردیم» تا حدی طولانی بود. 
در مسیری جلو می‌رفتیم و به‌محض‌اینکه به مشکل کوچکی برخوردیم» 
تمام راه‌را برگشتيم وصورت مسأله را مورد تحلیل قرار دادیم و بعداز 
تغییری که در آن دادیم دوپاره به راه خود قدم گذاشتیم . درحالیکه 
می‌توانستیم در همان جائی که به مشکل برعور دکرديم» راه خود را 


بر گردیم که مان کردیم دییگر تمی‌توانیم راه را 


ادامد دهیم . بجایی 


ادامه دهیم . 
تفاضل 
۴ ۵۲ 
خیلی روشن فریاد می‌زند که ان تفاضلی که می بینیل برابر 


است با ۰۲ منتهی این دو سال را باید درجپت مخالف جستجو کرد: در 
گذشته و نه در آینده. چرا نمي خواهید ایسن مطلپ ساده‌مربوط بسه مرا 
بفم‌مید؟ » 

به این ترتیب» همه چیز روشن می‌شود: تفاضل ۵۲-۵۳۴ را باید 
شبیه تفاضل ۵۴-۵۲ حساب کرده تثبا در تفاضل اول» جهت معینی؛ 
مخالف جپت عادی وجود دارد. این جمت؛ به‌سمت گذشته می‌رود و 
نشان می‌دهد که باید ۷ سال از سن کنونی پدر وپسر؛ کم کرد؛ به‌همین 
مناسبت هم ما آثرا با علامت تفریتی؛ مشخص می‌کنيم. به این ترتیب: 


قا لب ساز نده ۱۴۲ 


۵۲-۵۴ <- -۷ 


بتابراین» به هم عددهایی هم که تا کنون باآنها سرو کار داشته‌ايم» باید 
علامت «- » را داد» یعنی» اکّر جواب مساأْلهٌ ما اینطور بود: «بعد ازدو 
سال»» باید به سن کنونی آنماء ۲ سال را اضافه کرد. واگربخواهیم روی 
این حصوصیت آن تأ کید کنیم؛ علامت «4 را بهآن اضافه می‌کنیم. 

ابن نمونه تنبا موردی نیست که برایآن» ناچارشدیم» عدد را 
با جپت مشخصی بررسی کنیم. مثلا"؛ وقتی که در زمستان بگوییم» 
گرماسنج» درج ۴ را نشان می‌دهد» آگاهی درستی دربارة درج گرمای 
هوا پیدانمی‌کنیم. باید اینرا هم اضافه کنیم که آیا گفتگو از ۴ درجه 
یالای صفر است يا زیر صفر. برای آنهایی که از سرما گریزانند» ایسن 
اختلاف» اهمیت زیادی دارد. 

همینطور وقتی که می‌گویيم : سدةٌ سوم» همین بی‌دقتی وجود 
دارد؛ زیرا معلوم نمی کند که آیا گفتگو از سده سوم بعد از میلاد است 
یاسد؛ سوم پیش از میلاد. يا وفتی که از ۱۵ درجه طول جغرافیایی 
گفتگو م ی‌کنيم» باید روشن کنیم که این ۱۵ درحه در شرق نصف‌التهار 
صفر قرار دارد یا درغرب آن. همچنین؛ حسابدار باید بخوبی بداند که 
مبلغ ۱۰۰۰ ریال را در ستون بدهکار بنوبسد پا بستانکار: 

در همه این موارد» می‌توان مقادیری را که در جهت مخالف 
قراردارند» باعلامتبای «ل» و «-؛ مشخص کرد وآنها رابانامهای 
مختلف بیان کر د.مقادیری که علامت «-41) را باخو ددارنده‌ثت ومقادبری 
که‌علامت «س » را باخود دارند منفی می‌نامیم. هرعدد منفی را می‌توان 


به‌عنوان نتیجه تفریقی دانست که درآن؛ عدد مثبتی را؛ از عدد مثبت 


۱۳۸ ی 


کوچکتر از تخوده کم کرده‌ايم. 
مثلا اگسر گرماسنج» درجه هرانشان دهد وبعدء۸ 
درچه سقوط کند؛ درجهٌ حرارت حاصل را ب هکمك تفریق» 
پیدا خواهیم کرد. هیچ چیز» مانع این نمی‌شود که مادرجة 
حرارت را از ۵ درجه بفذ اندازة ۸ درجه پایین بياوريم: 
برای اين منظور باید از مرز صفر درجه پایین‌تر برويم‌وبه 
۳ درجه زیرصفر برسیم»یعنی به ۴ درجه: ۴ << ۸ب ۵ 


چنین تفریقی» هميشه مارا از صفر ء به طرف مقابل 


می‌بزد. به‌اين ترئیب» اگربخواهیم مقادیر را روی خطعددی 


نشان دهیم باید مقادیرمثیت را دریکجپت ‏ ومعمولا طرف 


راست) ومقادیرمنفی‌را درجهت مخالف آن» قرار دهیم: 


همین خحط عددی راهم می‌توان به عنوان نمونه‌ای از مقادیر با 
جپتهای مختلف در نظر گرفت تنها باید آنرا جاده‌ای در نظر گرفت 
که جای مشخصی از آنرا؛ به عنوان نقطة صفرء انتخاب کرده باشیم. 


قالب ساز نده ۱ ۱۳۹ 


حالتهابی هم وجود دارد که تنها به مقدادمطلین عدد» ونه‌به‌چپت 
آن؛ نیاز داریم» مثل سوقعی که بخواهیم فاصلة بین دونقطه را بیان 
کنیم. مثلا می‌گویيم : طول مارسه متر است.بدون هیچ علامتی؛ وبدون 
تردید هیچکس دچار این اشتباه نمی شودکه حکم کند: طول مارازسرتا 
دم برابر ۴ متر واز دم تا سر برابر ۲ متر» بنایراین رویمم» پرابر ۶ متر 
می‌شود. 

تضادو تقایل» ازویژ گیهای درونی طبیعت است وبه‌همین متاسیت 
در تفکر آدسی هم وجود دارد: همانطور که وقتی از روشنایی صجیت 
می‌کنیم» باید ناریکی را همبهذيریم» باید انتظارداشته باشیم که دربرابر 
عددهای مثبت» عددهای منفی هم وجود دارد. 

ولی» روشن‌است که‌همیشه‌این تباین دقیق‌وجودندارد: بین روشنایی 
وتاریکی؛ مرحله‌های بسیار زیادی وجوددارد. از يك نقطه تنها به دو 
طرف: نمی‌توان حرکت‌کرد» مسیرهای دیگری هم به جز این دوجهت: 
وجود دارد. از تهران» می‌توان یه طرف هر شهری از دنیاء حرکت کرد. 
به این ترئیب» باید بحث خود را «تکمیل» کنیم و نیم خطهای دیگری 


۱۸۰ بازی با پینهایت 


را هم که از نقطهُ صفر آغاز شده‌اند رو هميشه متقابل یکدیگر نیستند)و 
می‌توان روی آنپا؛ عددهای‌طبیعی رانشان داده مورد پبررسی قراردهیم. 


پردارها 


این يك تصور سادة ذهن نیست. مقادیری که درجم‌تهای‌دلخواه 


بباشند» پعنی بردادها؛ در نقش اساسی دارند: حر کت می‌تواند 
درجمتهای مختلف انجام‌شود نیرو می‌توانددرجمتهایمختلف» عم لکند 

مثلاگ وقتی دونیرو؛ به‌طور همزمان وار دعمل بشودوشمایخواهید 
نتیجة عمل این دو نیرو را بدانید» محاسبة روی اینگونه مقادیر جبت 
دار دارای معنا ومشیوم «شخصی‌می‌شود. هر قایق‌رانی می‌داند که‌وقتی 


می‌خواهد از عرضص رودخانه‌ای بگذرد: درست در نقطه متفابل جایی که 


۴ 
3 0000 


۱ 


۱۷۷۱۱۹۰ 
۱۳ ثِ 
۱۳/۹ 


قالب ساز نده ۳ 


حر کت کرده است؛ به‌طرف دیگررو دخانه‌نمی‌رسد: زیرا؛ علاوه‌برنیروبی 
که به وسیلهٌ پارو زدن به قایق وارد می‌آید: نیروی جریا نآب هم‌ب رآن 
اثر می‌گذارد و در نتیجه در نقطه‌ای دورتر در جپت جریان آب؛ بد 
ساحل دیگر می‌رسد. 

درآب ساکن قایق درجمتی که‌با خعط چین نشان داده شده است؛ حر کت 
می‌کند. وسپس وقتی که آب جریان داشته باشد: فایق بسدون پارو در 
همان زمان درجمت جریان آب و روی خط کامل. حرکت می‌کند. حالا 
اگر هر دوعامل پاهم اثرکند - هم نیروی پاروزن وهم نیروی جریا نآب 
قایق روی «خط و نقطه» حرکت می کند ودرست به همان نقطه‌ای می‌رسد 
که در حالت قبل ابتدا روی حط چین و سپس روی خط کامل: حرکت 
کرده بود: 


تغییر توألی دوحر کت 


لد بهيك فتیچه می‌دسه 


۰ 

توالی دونو ع حرکت قایق را به هرترتیبی بگیریم نتیجه یکی 

خواهد بود ودر هر دوصورت: قایق به يك نقطه می‌رسد. بنابراین؛ در 

این نوع جمع کردن هم‌می‌توان جای جمله‌های جمع را باهم عوض کرد. 

بعد از اين» جمع بردارها را هم می‌توان به عنوان نوعی محاسبه 

در نظرگرفت. واحدهای جملة اول را درجپت 1 می‌گیريم وسیس به 

آن واحدهای جملهٌ دوم را درجمت -+. اضافه م ی کنیم ومی‌بينيم کد 

چه برداری به این نقطة پیدا شده » رسیده است. این بردارء نتیجة هم 
عملمبای ما» ویا آنطور که می‌گویند: مجموع دو بردار است. 

ولی؛ این يك جمع خاص است. اگردوپردار؛ باجمتهایی که‌درشکل 


۱۳ ۱ بازی با بینهایت 


می‌بینید» یکی رابه‌طول ۳ واحد و دیگری به‌طول ۴ واحدانتخا بکنیم» 


بردار مجمو ع» طولی برابر ۵ واحد پیدا می‌کند. دربرخورد اول» ممکن 


است به نظر برسد که ما به يك نتیجة بی معثی رسیده‌ايم: 
۵< ۴ ۳۷۲ 


ولسی » هیچکس به ما حق نمی دهد که مطلب را اینطور میهم و با 
بی دقتی» بیان کنیم؛ پاید دقیقاً روشن کنیم که این عددهای ۴۱۳و ۵؛ 
ه رکدام چه جمتی دارند؛ در چنین صورتی» دیسگر دچار سرگردانی تمی 
شویم وگمان نمی کنیم که مجموع دوعدد ۳ و ۴ » از ۷ کوچکتر شده 
است. مجموع نیروهایی که در دوجپت مخالف باشند» حتی ممکن| ست 
برابر با صفر شود: داستان قدیمی دربارة چندابله وجوددارد که‌تصمیم 
گرفتند به درشکه‌ای که چرار اسب داشت » چهاراسب دیگر ببندند» 
ولی هرچه کوشش کردند. درشکه ازجای خود تکان نخورد؛ دلیلش هم 
این بود که چپار اسب تازه را درطرف دیگر درشکه ودرجپت مخالف 
چپار اسب اول. بسته بودند. 

ما بیش از اين؛ درباره عددهایی که جمتهای گوناگون دارند؛ 
کفتکو نمی کنیم و تنها روی حالتی که دوجهت مخالیف هم را نشان 
می‌دهند: می‌ایستيم . 


قالب ساز نده و۳ 


پیش از اين» دربارة اپنکه چگونه می‌توان‌عددهای مثبت‌ومنفی‌را 
روی محور عددهاء جمع و با تفریق کرد» سخن گفته‌ايم. مثلاگ اگر 
بخواهیم ۵- را به 4-۸ اضافه کنیم ایتدا از نقطٌ »» به طرف راست 
۸ واحد جدا م ی کنیم : 


۸ 


سس سیسأت اس اس سس اضما لس سا 
ات و میم ۲ و ما وان اد ۲ اس ها وم 


سپس از نقطه‌ای که بدست می‌آیدء ۵ واحد به طرف چپ جدا می کنیم : 


و 


بت 


ف تست رصم شتا سس تست ماب ال یلیس سس 
۲ اه ۲ 0 


پلافاصله. ۲.د رابدست می‌آوريم. پنابراین» مجموع سل و برابر 


است با 4-۳ . به خاطر داشته باشیم که 


وس هم < ۳ < (۵ )۸ 

بنابراین» می‌توان به‌جای اضافه کردن يك عدد منفی»عمل معمولی‌تفریق 
۳ انجام داد. ۱ 

تفریق را هم می‌توان روی محور عددهاء بدون هیچ زحمتی‌انجام 
داد؛ به شرطی که به باد بياوريم که‌عمل تفریق» عکس‌عمل‌جمع‌است. 
مثلا" ۳- را از ۲+ کم مي‌کنيم. اين؛ به معنای آنست که مجموع 
دوعدد برابر 4-۲ ويکی از جمله‌های جمع برایر ۳ - است وباید جملهةً 
دوم جمع راجستجو کنیم. جمع از اینجا آغاز می‌شود که از نقطة *به 
اندازه ۲ واحد به طرف چپ برویم: 


۱۵۳ پازی با بینهایت 


سس تسس 


1۳۳ 
۲ ام و اس سکس 
حالا» در برابر این پرسش قرارداريم: چه باید کرد تا نقطة متناطر عدد 
۲ پید! شو د؟ 
پرای اینکه از ۳- به ۲+ برسیی پاید ۵ واحد به سمت راست 


برویم؛ 


اد کل او ها اد تسه 
وبه اين ترتیب» وقتی که ۳ را از 4-۲ کم کنیم؛ به عدد ۵سا می‌رسيم. 
در اینجا هم اگر به عدد 4-۲ عدد 1-۳ را اضافه می‌کردیم؛ درست به 
همین نتیجه می‌رسيديم. وهميشه همینطور است. به‌جای‌اینکه‌تفریق کنیم 
هميشه می‌توان عمل جمع را انجام داد منتمی جمع با عدد ی که علامتب 
مخالف آنرا دارد. 

حالاء اگر بكك عدد منفی را چند بار با عودش جمع کنیم مفهرم 

عمل ضرب برای ما روشن می‌شود. عدد ۲-راسه بار درنظر می‌گیریم: 
بعنی این جمع را انجام می‌دهیم : 

(۷-) +( )4( -) 
از نقطة متناظر با اس دو واحد به طرف چپ می‌رویم؛ سپس دوباره 


دو واحد به طرت چپ ویتابراین به عدد ۶- می‌رسیم: 
۶ <۷(2 -) ۶ (۳۳) 


ولی؛ اگرعامل نخست ضرب متفی باشد: چه باید کرد؟ عدد را می‌توال 


قا س تایه ۱۵۵ 


دوبار: سه بار» چپاربار باخودش جمع کرد» ولی وقتی که بگوییم‌عددی 
را «۲- بار» باعودش جمع کنیم چه مفم‌ومی دارد؟ ولی ما دیگر تجربه 
پیدا کرده‌ایم وبه سادگی به این استدلال گمراه کننده. تسلیم نمی‌شویم 
که: اگر چیزی مفهوم ندارد؛ باآن نمی‌شودعمل کرد. ما دربارة عددهای 
متفی سضن گفتیم و دیندینم که لازم نیست آنهپا را جداگانه وبه 
عنوان حالت جدیدی مورد پررسی قراردهيم؛ بلکه با آنها هم پاهمان 
روش عمل با عددهای مثبت» برخورد کردیم. در مورد عمل ضرب هم» 
وضع به همین گونه است. وقتی که به‌مسأله‌ای برخورد می‌کنیم کدیرای 
حل آن باید عمل ضرب را در حوزه عددهای مثبت انجام داد؛ بیفایده‌و 
غیر منطقی است که‌حالتی را از آن جدا کنيم‌وبگوييم : درحالت‌عددهای 
مثبت» بایدعمل ضرب را انجام داد ودرحالت عددهای منفی» عملی‌دیگ 


بیینیم این «چیز دیگری» کد در اینجا واردگود شده است» چیست. این 
مفهوم تازه»عبارتست از ضرب عددهای منفی. در واقسع» در این مورد 
کاملا" حق داریم. در اینجا هم می‌توان برای چیزی که در برخورد اول 
مفپومی ندارد» معنای جالبی پیدا کرد. 

مثال» بهتر از پرحرفیء موضوع را روشن می‌کند. 

یکنفر با سرعت ساعتی ۳ کیلومتر» گردش می‌کند: بدون اینکه 
سرعت خود را تغییردهد. بعداز دوساعت چه راهی را رفته است؟روشن 
است که‌عمل ضرب. پاسخ را می‌دهد. او در هرساعت ۳ کیلوه‌تر می‌روده 
پعنی در ساعت ۶ ۲ بر ۲ کیلوه‌ترمی‌رود. بنایر این برای‌پیدا کردن‌راهی 
که رفته است. زمان گردش را در سرعت پیاده روی» ضرب می کنیم 

حالا» پرسش رابه‌نحوی می‌دهیم کدهم راه» هم‌زمان وهم سرعت؛ 
مقادیری جپت دار باشند. در راه نقطه‌ای وجو ددارد که ما آنراه‌اینجاه 


م۳ بازی با پینهایت 


می‌نامیم؛ وقتی که گردش قهرمان مسألما؛ به طرف راست ایسن نقظه 
انجام گیرد آنرا مثبت ووقتی که به طرف چپ این نقطه پاشده آنسرا. 
منفی به حساب می‌آوریم. اگر سرعت ۳ کیلومتر در ساعت؛ درجهت 
راست باشد می‌گوییم» پیاده با سرعت 1-۳ کیلومتر در ساعت حرکت 
می‌کند» واگر جهت این سرعت به طرف چپ باشد؛ می‌گوییم پیاده با 
سرعت ۳-کیلومتر در ساعت پیش می‌رود. بالاخرهء يك لح زمانی را 
به عتوان «حالا»» برمی‌گزينيم و زمانی را که هنوز باپد بیاید» مثبت و 
زمانی را که مربوط به گذشته است» منفی می‌گیریم. 

نقطه‌ای را که پیاده از آنجا حرکت را آغاز می‌کند بااین‌جمله. 
تعریف می‌کنیم: «حالاء پیاده در اینجاست». 


به دوحالتی که مورد توجه ماست» می‌پردازيم : 
۱ سرعت پیاده؛ براببر ۲ کیلومتر در ساعت است؛ او حالاء در 
اینجاست. دوساعت قبل کجا بوده است ؟ آنچهء راکه بدست‌م ی آوریم» 


باید نتیج این ضرب دانست: 


(۲(<)۲-) 
دقت کنیم . سرعت پیاده. مثبت است. بناپر این او به‌طرف‌راست 
حرکت می‌کند. حالاء او در اینجاست (شکل را بیینید) . بنابرایین» دو 
ساعت قبل؛ در سمت چپ اینجا بوده است؛ ضمناً فاصلهٌ او نا اینجا 


قا لب‌ساز نده ۱۵۲ 


به‌اندازه‌ای‌بوده است که می‌واند در۲ ساعت طی کند» یعنی ۲۱۲-۶ 
کیلومتر: در ۶ کیلومتری سمت چپ اینجا» یعنی ۶-. وبنابر این کشف 
می‌کنيم ؛ 

وس بت (۳() >« (۲-) 


به اين‌ترتیب» اگريك عدد مثبت را دريك عدد منفی ضربکنیم» 
عددی منفی بدست می‌آید. 

۲. فرض کنید: سرعت ۳ -کیلومتر درساعت باشد. حالا همءمسافر 
به اینجا رسیده است. دو ساعت قبل» کجا بوده است؟ بابد آنچه را 


که بدست می‌آید به‌عنوان حاصلضرب زیر به حساب آورد: 


)-۷(<)-۳( 


سرعت منفی» به معنای اینست که پیاده. به طرف چپ می‌رود؛ 
حالا» او در اینجاست ردو باره شکل را ببینید)؛ این وضع نشان می‌دهد 
که او دو ساعت قبل؛درسمت راست. وبه فاصلة ۶ کیلومتری اینجابوده 
است: ۶ کیلومتری‌سمت راست اینجا؛ یعنی ۶-. بنابراین»«علوم‌می‌شود 

۶ <(۳-) (۷-<) 
به این ترئیب حاصلضرب دوعدد منفی برابر است با عددی مشثبت. 
درست» در حالتی هم که ما در بیان خود دوبار از نفی استفاده 
م یکنیم؛ به‌همین‌نتیجه می‌رسیم : وقتی کسد می‌گوبيم: «ایسن درست 
نیست که من بادقت گوش نداده‌ام»» مثل اینست کدبگویيم : «من‌درواقع؛ 
بادقت گوش داده‌ام). 
از قانون علامتها در ضرب. می‌توان بلافاصله قانون علامتها را 


۱۵۸ بازی‌با پینها بت 


در تقسیم هم نتیجه گرفت. مثلا؛ نقسیم (۳-):(1۶) به‌معتای اینست 
که باید عددی را جستجو کنیم» که از ضرب آن در ۳ عدد 4-۶بدست 
آید. وروشن است که این عدد ۲- است. 

از همین چا: یعنی قانون علامتپا در ضرب: می توانیم برای 
توان هم استفاده کنیم: 


(۲-) . (ا) . () . (-) ۲(۴-) 
مور (۴ +( 

خ(اح) ۰( () ۰ (۲ 6( ) دش(۷-) 

۲ س ‏ (۲) . (عوه) ع(۲) . (۴) . (۴ سا 


وقتی که بتوانیم‌عاملهای منفی رابه گروههای دو تایی نقسیم کنیم 
حاصلضرب. مثبت می شود؛ بنابراین » نتیجه می‌ گیریم که: توان زوج 
يك عدد منفی: هميشه مثبت وتوان فر د یگ عدد منفی» همیشه‌منفی است. 

ماءمفبوم فرب را روی يك مثال بررسی کردیم وبعد نتیجه را » 
برای همدموارد» درست دانستیم . ممکن‌است. این پرسش‌پیش آید کد: آیادر 
مثالهای دیگر: حالتم‌ای دیگری» پیش نم یآید؟ ماءتنها وقتی ازنتیجه‌هاء 
مطمتن خواهیم‌شد که برایمان روشن‌شودکه این‌قاعده‌های تازه‌بر ای ضرب 
باهمُقاعده‌هایی که در بارة ضرب عددهای طبیعی می‌دانیم» ساز گار باشد. 
در اینصورت می‌توانيم بدون ترس ازبرخورد با تناقض آنها را به 
کاربريم. ولی قاعده‌های تازی باهمة قانونهای مربوط به ضرب‌عددهای 
طبیعی ساز گاراست؛ مثلا" این فانون که در ضرب می‌توان جای‌عاملهای 
ضرب را عوض کرد. ماء قبلاً دیدیم (ومی‌توانیم آترا به كمك همان 


قالب ساز ند ۱۹ 


مثال پیاده هم» بدست آوریم) که 


ع- ح (۲-) ۷( )1 (۷-) 


عت ح (۲-) <(4۳) 


از مثال مربوط به پیاده هم بدست آوریم: 


وس 2( )۱ (2-۲) 
وبناپرابن 
(۲)< (۷ -) <(۷ -<) > (۳) 

اصل پیوستگی 

وقتی که به عددها و یا عملمای تازه‌ای می‌رسیم» همیشه بایدبا 
دقت تمام تحقیق کرد و کاملا" مطمتن شد که «وجود» آناء وسیله‌ای 
بر ای‌نقض‌قانونمایی که ازقبل داشته‌ایم» نشود؛ زیرا» درریاضیات» هميشه 
کشثش به طرف بدست آوردن «وشهاي داحد است. این مراقبت» برای 
گسترش مفمومهای قدیمی را » اصل پیوستگی (یا اصل مدادست ) گویند. 

دنبالهٌ عددهای طبیعی» مستقلا و بدون تأثیر عاملهای خارجی» 
به وجود آمد. حرکت درونی ریاضیات (همراه با نیازهای خارجی)» 
انسان را واداشت تا عددهای تاژه‌ای را کشف کند. برای عددهای تازه؛ 
محدودیتی وجودداشت.برای اینکه بتوان آنها را تعریف کرد چارچوب 
محکمی لازم بود» چارچوبی که به كمك قانونهای قبلی «که‌برای‌عددهای 
قدیمی وجود داشت)؛ محدود شده بود» وتمام کوشش پشر این بود که‌تا 
آنجا که ممکن بود؛ از این قانونبا حارج نشود. این روش کار جهت 


۱۶۰ بازی با بونها بت 


آفریتشهای بعدی راء نشان می‌دهد: عددهای تازه را باید طوری‌تنظیم 
کرده که باشکل وقالبی که ازپیش آماده شده است؛ تناسب داشته باشد. 
به قول گوته » حتی کلام هم چیزی جز انديشة شکل یافته» نیست. 

۰ غلظت نامحدود 

عمل باکرها 

حنی» بچه‌های خیلی کوچك هم به تقسیمهایی برخور دمی کنند» 
که نمی‌توان آنا را؛ در حوزة عددهای طبیعی؛ انجام داد: دوبچه می 
خواهندسیبی را بین‌خود تقسیم کنند. آنپا؛ موافقت‌می‌کنند که هیچکدام 
از آنپا. سیب درست رابرندارند وبعد از کمی فک سیب را به دوقسست 


مساوی تقسیم می کنند: 


والبته حتی به‌فکر آنبا هم نمی‌گذرد که با این عمل شود درواقسم؛ 


قا لب ساز نده ۱۶۱ 


مفهوم «عدده را گسترش داده‌اند. 

تا کنون» به واحد به غنوان چیزی که قابل بخش نیست؛ نسگاه 
می کردبم ولی؛ حالاء توانستیم آنرا نصف کنیم ومقداری کوچکتراز 
واحد» پدست آوریم. وقت ی که ین گام اولی را؛ بادلیری برداشتیم؛سی 
توانیم»بدون هیچ‌ترسی: و احد رابه ۲.به ۴.به ۵»... قسمت تقسیم کنيم. 
سپس می‌ترانیم با این مقادیر کوچکتر از واحد به محاسبه بپردازیم‌و 


۶ 


مثلا" بگوییم: دونیمه؛ سه نیمه چهارنیمه وغیره» ویا به زبان رقمها: 


این نشانه گذاری » هیچ تناقضی با این حقیقت ندارد که ما تا حالا» حط 
کسری را برای تقسیم به کار می‌بردیم. مثلاء اگسر بخواهیم ۲ را بر ۲ 


تقسیم کنیم» ویا| گرمشخص‌تر بگوپيم اگرسه بچه بخواهند دوشیرینی 
تن 
0 


سس سس سس سم | 
1 
/ 


۱ 
ود دوم وی | 
[ 


۱۶۲ بازی با بینها یت 
ام سعی ی سس تحت اسر 


را بین خود تقسیم کنند» بهتر اینست که ایتدا هرشیرینی را به ۲ قسمت 
پراب تقسیم کنند؛ در اینصورت به هربچه دو سوم » بعنی شیرینی 
می‌رسد. 
عددی که زیر خط کسری نوشته شده است؛ نشان می‌دهد کهواحد 
جدید چه اندازه است» به عبارت دیگر ؛ معلوم می‌کند که واحد اصلی 
به‌چند قسمت مساوی نقسیم‌شده است تا و احد جدید را درست کرده‌است؛ 
این مخرج کسر است. عدد روی خط کسری نشان می‌دهد که چند تا از 
این واحدهای جدید اختیار شده است؛ این صودت کسراست. 
به‌این‌تر تیب» نقطه‌های روی حط عددی را: تا هرجا که بخواهیم» 
می‌توان زیاد کرد. می‌توان مرتبا حطمای عددی تازه‌ای درست کرد که 


واحده‌ای آنبا کوچکتر و کوچکتر باشد. اینها» چندنا از آنپاست: 
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بین مقادبری که روی خطمهای مختلف قسرار گرفته‌انده مقادیر 
مساوی وجود دارد. کافی است بیینیم که کدام مقادیر ؛ درست زیر هم 


قرار گرفته‌اند. متلا" 


قالب ساز نده ۱۶۳ 


و از اینجا می‌توان به سادگی فهمید» که چه تغییرهایی؛ مقدا رکسر را 
تغییر نمی‌دهد. مثلاگ با کسر ساده‌تر ۴ پرابر است» یعنی رامی‌توان 
«ساده کر ده وبد شکل + نوشت. برای این منظور» می‌توانیم صورت و 
مخرج, کسر را با هم به۲ تقسیم کنیم: ۲ ۴:۲ ۰ ۶۰۲-۳ وبنابراین 
ده این موضوع به‌عودی خودهم روشن است. هر کس» این مطلب 
را به سادگی می‌فهمد که يك سوم دوبرابر يك ششم است وفرقی نمی 
کند که ما يك قطعهة بزرگتر را انتخاب کنیم «قطعة يك سوم) یا دوقطعة 
کوچکتر را ردوقطعهُ يك ششم). 
ماهمچنین می‌بينيم که لا برایر است با يك واحد کامل ؛ و 
*برایر است با يك واحد د «که ما آنرا به شکل ۳ مسی‌ننویسیم )- 
اینپا: در واقع» کسریه‌معنای عاص خود نیستند» زیرا « کسری ازو احد» 
را بیال نمی کنند ( یامساوی واحد ویا بزر گنر از آن‌هستند) . 
کاملا" روشن است که این مقادیر تازه را که روی يك خطراست 
قرار دارند: می توان با استفاده از قاعده‌های عسادی محاسبه جمع ویا 
تفریق کرد. مثلا"ء اگر به 1 » دوچپارم را اضافه کنیم» بمچ می‌رسیم 
۵ 


۲ ر ۳ 
۳ 


به همین تر تیب هم می‌توان در ساره ضرب در عدد درست عمل 


کوقه 


و 
۱ / 


۱۶ بازی با ینهایت 


وروشن است که اگر از نقطه گ روی خط عددی: ۵ قسمت دیگره از 
قسمتمای يك دوازدهمی: جلوبرويم» به *امی‌رسیم. 

دشواری. زمانی پیش»یآید که بخواهيم دوعددی راکه مخرجمای 
نامساوی دارند؛ با هم جمع کنیم : 


در اینجا. می‌توان از این روش استفاده کرد: نزدیکترین خط راستی را 
پیدا می کنیم کدرو ی آن» هم عددبر ابر وهم عدد برابر جّ : وجودداشته 
باشد ربه سادگی می‌توان تصور کرد که همیشه. چنین خطی وچوددارد). 
در مثال ما. اين خط همانست که در آن واحدهای يك دوازدهمی پیدا 
می‌شود. روی این خطه معلوم می‌شود که 
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و حالا دیگر به سادکی می تدوان عمل جمع را: روی يك خط عددی : 
انجام داد: 


قالب ساز نده ۱۶۵ 


په همین ترتیب» در حالت تقسیم هم » پاید به خط عددی دیگری 
منتقل شد ۲. توجه به اين مطلب ساده است که نصف + ؛ براسر است 
با + وریع > برایر است با ۲ . هیچ چیز شگفتآوری دراینسجا نیست» 
زیرا وقتی که مخرج را چپار برابر می‌کنیم» به این معناست که مقدار 
درست را به عددی تقسیم کرده‌ايم که چپار برابر حالت قبلی است و 
سپس ار آن به همان تعداد حالت قبلی انتخاب کرده‌ايم (چون صورت 
کسر را تغییر نداده‌ایم) بنابراین : باید مقداری که در این حالت بدست 
می‌آید» ربع مقدار حالت‌قبل باشد» مثلاً » درحالت تقسیم نان شیرینی: 


الکترونهاءدر انتشارالکتروئی» از يك مدار به‌مدار دیگر می‌جهند. 
ممکن است این مثال از فيزيك نظری» برای کسائی که با نظرية اتمیآشنا 
هستدد» بتواند تصورلازم را در مورد خطهای عددی, به‌وجود آورد. 


۱۶۶ بازی با پینها بت 


به‌این ترتیب» می‌بینیم که هر کدام از عملبپای ساد شده را روی 
کسر انجام دهیم بازهم يك کسر بدست می‌آید «که‌ممکن است این کسر 
کوچکتر با بزرگتر از واحد باشد). 

برای ضرب کسرها؛ بازهم دشواری پیش ميآید» زیرا جمع کردن 
يك عدد با خودش؛ به تعداد «چند نیمه مرتبه» هیچ مفهومی ندارد. يك 
دانش آموز کوچك می‌گفت : ار در بيك مرتبه عدد ۳ بدست می‌آید 
در دمرتید»(۱ بدست خواهدآمد. در این بیان فکری نهفته است.وقتی 
که می‌گوییم: شروین . برابر برادرش می‌باشد. به معنای اینست که 
قد شروین برابر با قدپرادراوست,بنابراین»وقتی‌ازد بسرایر صحبت 
مي‌کتیم؛ به معنای ایئست که ٍ مقدار درست را در نظر می‌ گيریم» نه 
تمامآثرا . 

ما؛ عمل ضرب را درواقع» در مسا له‌ای از اینگونه به کارمی‌بریم. 
اگر» آرد گندم کیلویی ۵۰ ریال باشد؛ روشن است که ۴ کیلو گرم آن 
۰ بعنی ۲۰۰ ریال فیمت دارد. برای تعیین قیمت آرد» قیمت هر 
کیلو گرم آنرا؛ در تعداد کیلوگرمپا: ضرب می‌ کنیم. 

حالا» صورت مساأله را کمی تغییر می‌دهيم . يك کیاو گرم آرد 
۰ ربال می‌ارزد» + کیلو گرم آرده چقدر قیمت دارد؟ جوابی که‌برای 


این مساله پدست می‌آید» همان جواب ضرب زیر است : 


و 
۵ 


روشن است که برای تعیین قیمت سه چپارم کیلو گرم آرد؛می- 
توان قیمت يك‌چبارم کیلو گرم را؛ سه برایرکرد. معلوم است که‌قیمت 


قا لب ساز نده ۱۶۲ 


+ کیلوگرم آرد؛ برابر است با یکچبارم »۵ربال (یعنی ۱۲/۵ ریال) 


۱ ن» خ ۰ * به این معناست که باید ۵۰ را ته 
بتابراین» ضرب ۵۶ بر + به این معناست که باید ۵۶ را بر ۴ تقسیم و 
سپس خارج قسمت را در ۳ ضرب کنیم. 
درست باهمین استالال» می‌توان بداین نتیجه رسید که بر ای‌تقسیم 

بر باید در ۴ ضرب و بر۳ تقسیم کرد. درایتصورت ضرب و تقسیم 
هی دوبازه ما را به نتیجه‌ای می‌رساند که يك کسر است (روی يك خط 
عددی) ومی‌توان ثابت کرد که با این گسترش مفهوم ضرب» هیچکدام 
از قانونهای مر بوط به محاسبه که قبلا" دربارة آنها گفتگو کرده‌ايي 
نقض نمی‌شود. تعجب نیاید کرد که اغلب نتیجةً ضرب در یبك کسرء 
عددی کوچکتر از عدد اصای می‌شود. وقتی که شما يك عدد رابداست 
می‌آوربد» باید آن عدد را به سه قسمت بکنید و سپس دو قسمت آنسرا 
بردارید وروشن است که این نتیجه کوچکتر از عدد اصلی است. 

به‌سادگی‌می‌توان* ۲رادرچ ضرب کرد: باید به‌طور سادة عدد ۲۰را 
به چپار قسمت مساوی تقسیم و يك قسمت آنرا انتخاب کنیم‌و بنابراین 


نتیجهة ضرب برایر است با ۵. به همین ترتیب» ضصرب در 4 ود 


۳ ۵ 
هم انجام می گیر د» در این حالتیا: باید از تمام عدد نصف. ثاث و یا 
يك پنجم آنرا پیدا کرد . بنابراین؛ اگر بتوانیم کسرها را به و کسرهای 

سادهء با صورت واحد؛ تبدیل کنیم: کار ساده‌تر می‌شود؛ مثلا" 


حالا به خطهای عددی متناظر با آنها مراجعه می‌کنیم؛ می‌بينيم که 
۳ 3 در واقع همان کسر + است بنابراین 


۶۸ ۱ بازی با بینهابت 
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ولی ۷ + همان دبع ِ است (آزمایش کنید که آپا من اشتباه نمی کنم). 
بنابراین؛ مثلا" ضرب 


۱۰۰ ۵ 
رح ان ۴ 
۳۵ )۸۴ ( ۸۴ 


می‌توان به اين ترئیب» انجام داد: ابتدا. ۸۳ را به سه قسمت بکنيم: 
می‌شود ۰۲۸ سپس مقداری‌را که‌بدست آمده است؛ دویاره به چپار قسمت 
بکنیم» می‌شود ۷ . مجمو ع ۲۸-۷ همان ۳۵ را به ما می‌دهد. 

این روش به‌حصوص کار انگاسیما راء که با واحدهای گوناگون 
سرو کار دارند ساده می‌کند . مثلا: همرشلینگ آنها برابر با ۱۲ پنس 
است. به نحوی که در هر قدم به تقسیم بر ۱۲ نیازدارند. 

به‌نظر می‌رسد که همه عملمهای اصلی را؛ می‌توان درمورد کسرها: 
انجام داد. بازهم به‌يك مثال‌می‌پردازيم. فرض کنید» کسی مسأّلة ریاضی 
حل می‌کند. ساده ترین‌مساله. ( ساعت وقت اوراگرفته است (۲۰دقیقه) 


قالب ساز نده ۱5۹ 


ودشوارترین مسأله. + ساعت (۳۰ دقیقه)؛ به طور متوسط برای حل 
هر مساله» چقدر وقت صرف کرده است؟ 


ساده‌ترین ودشوارترین مسالهه رویمم به اندازهٌ 


۱ ۱ 
۳ 


ساعت» وقت گرفته‌اند. اگردشواری دو مسا له به‌يك اندازه بود.برای‌حل 
هرکدام از آنها؛ به اندازٌ نصف این مجموع وقت لازم بود. این وقت 
را پیدا کنیم. 

روی خطی که واحدهای‌آن به شش قسمت مساوی تقسیم شده 
استء می‌توانیم عددهای مساوید و ِ را پیدا کنیم. 


7 ۰ ۱ 5 رم ۰ 
بنابراین» بو سم و چنین می‌شود: 
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رک 
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وتصف این مقدارء برابر است‌با 
گ 
۱۲ 
که روی خحطی که‌واحدهای دوازده قسمتی دارد؛ واقم است. 
به‌این ترتیب» برای‌حل مسأله‌ای که درحد متوسط دشواری باشد» 


باید ج ساعت (۲۵ دقیقه)» وقت صرف شود. روشن است که این زمان» 


۱۷۰ بازی با بینهایت 


بیشتر از وقتی است که بسرای حل مسألهٌ ساده‌قر لازم است و کمتر از 
وقتی است که برای حل مسا دشوارتر لازم است. 

مقدار متوسط هردوعددی را می‌توان با محاسبة نصف مجموع دو 
عدد پیدا کرد. در نتیجه » هميشه عددی بدست می‌آید که مقدار آن 
درست در وسط دوعدد داده شده قراردارد. به همین مناسبت است کد 
ریاضیدانان مقدار متوسط دوعدد را واسطه عددي گفته‌اند. 

این‌نتبجة بکروزیبا» چنان دورنه‌ای‌شگفت‌انگیزی‌در برابرچشمان‌ما 
می‌گشاید که باید ایستاد وچشم از آن بر نداشت. 


همه جا, مجموعٌ فشرده 


یکباره. همفخطم‌ای عددی را در يك حطعددی متمر کزمی کنیم ؛ 
به این ترئیب» بدون هیچ زحمتی خواهیم‌توانست هر کسری را روی‌ياك 
خط عددی مشخص کنیم. در واقع ء استفادة از چندخط عددی را برای 
روشن‌تر کردن موضوع» پیش کشیدیم. روی يك خط عددی» کسرهایی 
که مقادیر برابر دارند» دريك نقطه قرار می‌گیرند؛ ومعمولا" هر نقطه را 
به نام کسری می‌شوانیم» که برای نخستین یار به آن برمی‌شوريم. 


ماس سا سس نس در تا 
را ۵ بر ۳ ۲ اک ۱ ۱ ۲ 

ی ی 2 
۴ ۶ ۳ ۳۲ ۱۲ ۲ ۱۲ ۳ ۴ ۶ ۱۲ ۳ ۶ ۴ ۳ ۱۲ ۲ ۱۲ ۳ ۴ ۶ ۱۲ 


حالا دیگر خط عددی ما باعددهایی که به اندازه کافی به هم 
نزدیکند؛ پوشیده شده است. فراموش نکنیم که ما تنمابعضی ازخطهای 
عددی راکه انتخاب کر ده‌بودیم»روی ین خحط گذ اشته‌ايم. روی خطعددی 
که در ایتجا نشان‌داده‌ايی تقسیمهای پنج تایی ؛ هفت تایبی» ده تایی» صد 
تایی و بسیاری از کسرهای دیگر واحد » وجود ندارد! اگر فرض کنیم 


قا لب ساز نده ۱۷۱ 


که هم این کسرها را روی خط عددی مشخص کرده‌باشیم» درآنصورت؛ 
نقطه‌هایی که نمایند؛ این کسرهاست؛ به صورت غیرقابل تصوری» تنگ 
هم قرار می گیرند. کوشش مي‌کنیم؛ تاحدی این وضع را روش نکنیم. 

قبل از همه: می‌بینیم که دراینجا» عددهای درست وجود دارد؛ 
آنها را می‌تسوان؛ کسرهایی بسا مخرج واحد» به حساب آورد. مثلاگ 
عدد ۳ را سی‌توان نتیجه‌ای از تقسیم سه سر واجد دانست ؛ 

برای عددهای درست و عددهای کسری» ث تام کای گذاشته‌اند 
وآنها را عددهای‌گوی گفته‌اند (وبدیهی است که ماهنوز راه کمی را 
رفته‌ایم و به این عادت کر ده‌ایم که حادثه‌های بدون انتظار پیش آید؛ 
خواننده ممکن است کمان پبرد که عددهایی هم وجود دارد که گویا 
نیستند). 

کوچکترین کسرغیر صفر کدام است (* را هم می‌توان به‌صورت 
مد و غیره‌نشان داد6؟ روشن است که این کسر نمی‌تواندث باشد 
زیرا کسر بت از آن کوچکتر است» هر چه شیرینی را به قسمتبای 
کوچکتری تقسیم کنیم سیم هرنفر ‏ کمثر می‌شود هر کسری را در 
نظر بگیریم» به همین وضع برحورد می‌کنيم :و از .+ کوچکتراست 


۳13 


و از سل کرچکتر است. بداین ترتیب؛ بین عددهای مثبت گویاءنه 
نها بزر گنر ین عدد وجود ندارد (همانطور که بین عددهای درست هم» 
بزر گترین عدده وجود نداشت): کوچکترین عدد هم پیدا نمی‌شود. 
بخایر این نمی‌توان؛ عددهای گویا راء از جایی به‌عنوان کوچکترین 
عددء آغاز کرد. به این مناسبت: از نقطهُ دلخواهی که نمایندة کسر 


کوچکی باشد آغاز می‌کنیم و کوشش می‌کنيم کسرهایی را که‌درسمت 


۱۷۲ برض اند 


راست آن قرار گرفته‌اند» جستجو کنیم. کدام کسر » بلافاصله بعد از 
بو در همسایگی آن قراردارد؟ روی خط عددی که ما رسم کرده‌ايم > 
پلافاصله بعد از » کسرجد قرار گرفته است؛ ولی ما می‌دانيم کسه 
واسطة عددی ‏ و 4 ؛ بین این دو کسرقراردارد وبتابراین؛ اين واسطةً 
عددی» در مقايسهة با ۰ بل نزدیکتر است. هرعدددیگری راهم که 
سمت راست تب انتخاب کنیم؛ هميشه می‌توانیم؛ و اسطهٌ عددی‌آنرا پا ت 
بدست آوریم» واین و اسطٌ عددی درمقایسه باعددی که انتخاب کرده‌ايم» 
به + ننزدیکتر است . به این ترتیب؛ يسك لتیجة کلی بدست 
می‌آوریم : هر دو عدد گویایی که به دلخواه روی خط عددی انعخاب 
کنیم» هرقدرهم که نزديك به هم انتخاب شده باشند؛ نمی‌توانند دوعدد 
مجاور باشند. همیشه . عددهای گویای دیگری بین آنا وجود دارد. 
می‌گوییم که مجيوعة عددهای گویا: در همه جا فشرده است. 

پعداز آنکه دنباله‌های صعودی و نامنتامی عددهای اول را کشف 
کردیم؛ حالاء به نوع تازه‌ای از بینهایت» برخورد می‌کنیم. این باره 
يك انبوهی نامحدود يك قشردگی وغلظت نا محدود را کشف کردیم. 
چنان عددیزرگی وجود ندارد» که نتوان بزرگتر از آنرا در دنبالةعددهای 
طبیعی وبا دثبالة عددهای اول: پیدا کرد. به مناسبت همین حقیقت است 
که ریاضیدانان به طور خلاصه می‌گویند: اين هردو دنباله» به ست 
بیندایت بل می‌کنند . در مورد وضع تازه» هیچعدد کوچکی پیدانمی‌شود 
که از همه عددهای دیگر به نزدیکتر باشد . می‌گوييم که لقطه د 
نقطه تجمعم مجموعة عددهای گویاست. وروشن است که نسه تنا نقطة 
» بلکه هر عدد گویای دیگری را هم که انتخاب کنیم» نقطةٌ تجمعی 


قالب ساز نده ۱۷۳۳ 


از این مجموعه است. 
با وجود این همه عددهای گویا را می‌توان‌به‌صورت يك دنباله» 
نوشت اگر چه این دنباله» با ردیف,قادیر عددها» تطبیق نمی‌کند. 
قبلا" هم دیده‌ایم که‌عددهای گویسارامی‌تو ان‌به صورت‌بك مج‌وعة 
نا متناهی از دنباله‌های عددی» به صورت‌ت2سیمهای مختلف واحد روی 
خطبای عددی‌مختلف» نشان داد. برای اینکه یکنواختی کار حفظشود» 


عددهای درست را هي به صورت کسر می‌نویسیم : 


وغیره. حالا» باید راهی پیدا کنیم که بتوان این عددها را؛ به صورت 
يك دنباله نوشت.برای این منظورء همُعددهایی را که دروردیفهای‌مایل» 
ترار گرفته است» به دنبال مي روی يك خط راست» می نو یسیم . روشن 
است که به این ترئیب» هرعددی » دیر با زود در دنبال ساه وارد 
می‌شود: 


هر بارء گروه درازتری پیدا می‌شود؛ ولی در مرحال» هر گروه از تعداد 


۱۲۴ وت 


محدودی عدد » درست شده است: درواقع» دنباله‌ای بدست آمده است 
وهرکس ی که ازقانون تشکیلآنآگاه باشد می‌تواند تا هرجا که‌بخو اهد» 
آنرا ادابه دهد. این دنباله ر ستی بدون مراجعه به جدولی که‌تشکیل 
دادیم وبدون کمك گرفتن از ردیضهای مایل» می‌توان ادامه داد. برای 
این منظورء:بایدتوج کنیم که‌در گروه‌اول»يك کسرداریم کههجمو ع‌صورت 
ومخرج آن‌برابر است با۲؛ در گروه دوم»دو کسرداریم که‌مجمو عصورت و 
مخرج هر کدام ازآنم! پرابر است با ۳ ؛دررگروه سوم ء سه کسربامجموع 
صورت ومخرج براپر 4۴ درگروه چپارم؛ چپار کسر با مجموع صورت 
ومخرج ۵؛ در گروه پنجم پنج کسر؛ با مجموع صورت و مخرج برابر 
۶ از آنجا که 


۶و 6۲ ۳۳ ۴4 ۲ و ۱و۷ 
می‌توانیم» گروه بعدی را بسازیم» 


۳ ۴ ۵ ۶ 
روت ورگ 
۲ 


۲ 
سور و 
۵ ۴ ۳ ۱ 
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۶ 
وبه اين ترئیب» دیگر هر کسی می‌تواند درعمل این دنباله را ادامه دهد. 
وماء يك دنبالة نامتناهی راءوقتی مشخص می‌دانیم که بتوان با تکیه به 
قانون تشکیل آن ‏ جمله‌های آنرا تا مرجایی که بخواهيم» بنویسیم. 
روشن است که‌دراین دنباله به‌عددهای مساوی برعوردمی کنیمء 
این عددهای‌ساوی: حتی موقعی که با خطمهای عددی هم‌سرو کارداشتيیم؛ 
وجود داشتند. بتابراین اگر بخواهيم به هرعدد تنها یکبار بسرخورد 
کنیم؛ باید به قانون تشکیل دنباله: تبصره‌ای اضافه کنیم: کسرهایی‌را 
که می‌توان ساده کرد نباید نوشت. به این ترئیب» از قسمتی ازدنباله 


و آنرا می‌توان؛ باتوجه به‌قانون تنشکیل آن » تا هرجا که بخواهیم ادامه 
داد. بنابراین» می‌توان از نخستین» دومین» سومین... جملاین دنیاله 
نام برد» پعنی جمله‌های دنباله را می‌توان شماره گذاری کرد. به همین 
مناسبت بدون اینکه فعلااً روی این اصطلاح دقت کنیم» می‌گوبیم که 
این دنباله شمارا است. 


قوت مجموعةٌ عددهای و با 


همین حقیقت ساده ما را به نتیجه حیرت آوری می‌رساند: با 
وجودی که مجموعة عددهای گویا» بسیار به هم فشرده‌تر است» به‌مفهوم 
دقیق شود به همان تعداد مجموعة عددهای درست» عضودارد. 

چگونه می‌توانمجموعه‌های نامتناهی رایاهم سنجید؟ روش‌بسیار 
ساده‌ای وجود دارد. اگرمن پخواهم به این مطلب پی‌ببرم که آپاتعداد 
پسرانی که در مجلس رقص شر کت کرده‌اند» باتعداد دختران یکی‌است: 
لازم نیست که افراد هر گروه را به طور جداگانه بشمارم. کافی است. 
رقص آغاز شود وهر کس با زوج خود همراه شود. اگر حیچ پسری‌تنها 
نمانده باشدوهیچدعتری از تنهایی‌به گوشةدیو ارپناه‌نیاورده باشد»‌می‌توان 
مطمکن‌شد که تعداد پسرهاءباتعداددخترهاءیکی است.اين روش مقایسه‌را؛ 


۱۷۶ بازی با بینها بت 


برای مجموعه‌های نامتناهی هم می‌توان به کاربرد. وقتی که عضوهای دو 
مجموع امتناهی را بتوان طوری با هم جفت کرد که حتی يك عضواز 
يك مجموعه,بدون جفتی از مجموعة دیگرنباشد» گویند این دومجموعه 
همقوت هستند. 

حالاء دنبالة عددهای‌گویا را که دربالا آورديم بادنبالعددهای 
طبیعی» مقایسه می کنیم: 

مود دم ۳۱ ۲۱ ۱۰ 

را بانخستین جملة دنبالة عددهای گویا؛ یعنی با (جفت می‌کنیم‌و 
۲رابا دوسین جمله آن » یعنی ۲ 0 6 را با ( ۴ رابا * وغیره 
مثلا" ۱۰ را با دهمین جمله دنبالهُ عددهای گویادیعنی, 

اگربخواهیم جفت عدد ۱۰۰ را دردنبال عددهای‌گویا پیدا کنیم» 
یاید» بنابر قاعده‌ای که می‌دانیم» صد حملهٌ اول دنبالهٌ عددهای گویا 
را بنویسیم» در ایتصورت جملهٌ صدم» جفت عدد ۱۰۰ خواهد بود. 

روشن است کداین «جفت کر دن؛ را می‌توانیم ۳ هرجا که بخواهیم 
ادامه دهیم » به‌نحوی که نه در دنبالهُ عددهای‌گوپا ونه در دنبال‌عددهای 
طبیعی؛ هیچ عضوی, بدون جفت باقی نمی‌ماند. بنابراین. مجموعه‌های 
مورد بررسی‌مامجموعةٌ عددهای گویاومجموع عددهای طبیعی -دارای 
يك قوت ستند؛ باوجودی که مجموعه عددهای طبیعی درمجموعةٌ 
انبوه عددهای گویاء پرا کنده شده است. 

در اینجا؛ دوباره ببه يك حقیقت بسیار مهم برخورد می‌کنيم: 
با بینهایت » باید با احتیاط کامل رفتار کسرد. کم نیستند کسانی کسه 
موم «جزء کمتر از کل است» رابه‌عنوان يك اصل منطقی تزلزل‌ناپذبر؛ 
قبول دارند. واينك مانمونه‌ای پیدا کردیم که این اصل را نفی می‌کند. 


قا لب ساز نده ۱۷۷۲ 


عددهای طبیعی» جزء ناچیزی از مجموعهٌ عددهای گویا هستنده 
يا وجود این قوت مجموع عددهای‌طبیعی‌باقوت مجموعد عددهای‌گویا 
برابر است (یعنی این دو مجموعههمعددند). موضوع اینست که‌اصلمای 
منطقی کلی» از راه انتزاع و براساس‌جمع بندی مشاهده‌ها و آزمایشها» 
بدست می‌آید. ولی»هرمشاهده‌ای؛ محدود و محیط ی که آنرا دربرمی گیرد» 
تنگ است. در همین جاء ريش دشواریبا پیدا می‌شود: مسردم» کوشش 
می‌کنند از راه اصلمایی کهازدنیای تنگ‌و محدودبدستآورده‌اند» راهی 
به بینهایت پیدا کنند. ولسی؛ پینمایت روی دو پا بلند می‌شود وهمه 
قانونها را واژگون می‌کند. 

اگر بر علاف میل‌ماء این حقیقت وجود دارد که «جزء می‌تواند 
مساوی کل باشد» دلیل آثرا باید در اینچا جستجو کرد که اصلمهای 
منطفی»علاوهبر آزمایش ومشامده» برنوعی‌اطمینان ناشناخته وناآ گاهانه 
ذهنی» تکیه دارند. ممکن است کسانی باشند که حکم و جزء می‌تواند 
مساوی کل باشد» را سوء قصدی نسبت به نظم طبیعی اشیاعبدانندولی 
در ریاضیات» این شادی بی اندازه را به همراه دارد که دسترسی به این 
«ميوة ممنو ع»» راه‌مارا از دنیای قانونهای دست وپاگیر وناعوش‌آینده 
به جبان آزاد بیتهایت؛ می‌گشاید. 


۱ دوباره» بینهایت را تسخیر میی کنیم 


دوباره از «سرزمین نامتناهی»» به‌دنیای خودمان» دنیایی که می- 
توانیم آنرالمس کنيم برمی‌گردیم» وبه این می‌اندیشیم که دستهای‌ماء 
دستهایی که به كمك آنها بسرای شناعت دنیای واقعی نیازداريم» ۱۰ 
انگشت دارد. آبا می‌شودکسرها را هم به‌همان دستگاه دهدهی واردکرد؟ 


۱۷۸ بازی با بینهابت 


تبدیل کسرهای متعارفی به کسرهای دهدهی و برعکی 
به یاد پياوریم : وقتی که رقمهای يك عدد راء از راست‌به چپ 
در نظرمی‌گیریم: رقم اول با واحد عدد شماری بیان شده‌است (یسکان)؛ 
واحد رقم بعد ده براپر واحد رقم اول است (دهگان)» واحد رقم سمت 
چپ آن» *۱برابر واحد این رقم دوم است (سدگان) وغیره. خودبه‌عود 
این فکر پیش می‌آید که آبا نمی‌شود این قانون را به طرف راست هس 
گسترش داه: سمت راست واحد: یکدهسهارا یگذاريم وسمت راست آن 
يك صدمها وبعد یکم‌زارمما وغیره ؟ ولی؛ لازم است که این واحدهای 
تازه‌راه به‌نحوی ازواحد اصلی عددشماری جداکنیم» والا» مثلا" درعدد 
۱ 
نمی توانیم متوجه شویم که ۰۱ نمایندة واحد و۰۲ نمایندة یکدهسپاست 
وگمان خواهیم برد که باعدد دوازده‌سرو کار داریم, به این خاطر؛ بعد 
از ۰۱ علاست ممیز را می‌گذاريم: 
۱/۲ 
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تباید فراموش کرد که این عدد همان مجمو ع 
۲ 
۱2 
است» که باروش ساده‌تری» نوشته شده است. به همین ترتیب داریم: 


۵ ۳۳ 


مومع مهو 


۴ 
۳۲۱۴۵۶۲۷۲ 


وبه این‌تر تیب:به کسر های دهدهی؛ می‌رسیم . 
هررکسری راکه مخرحآن۱۰: ۱۶۰۸۱۰۰ وپاهر توانی از ۱ باشده 


قالب ساز نده ۱۳۹ 


می‌توان به صورت کسردهدهی نوشت. مثلا" 


۳ ۰ ۳ 


وم ؟ هب مهو 


۲۰ 


۱۰۰ 


کییر 


را می‌توان با تقسیم صورت ومخرج آن به ۰ ساده کرد: 


۳ 0 ۳ 


وچون در اینجاء مقدار درست نداريم بدست می‌آید: 


۲۳ 
۳ 


هه« 
ولی آیا هر کسر دلخواهی رامی‌توان به صورت دهدهی نوشت؟ 
ساده‌ترین روش» برای تبدیل کسرمتعاوفی به کسر دهدهی, انجام 
عمل تقمیمی است که بد وسیلة خط کسری: نشان داده شده است 
۶ 


اه : وت 
۵ 


با باقیماندهه؛ مساوی ۱ 
باقیماندة ۱ را به ده قسمت مساوی تقسیم می‌کنیم: که در آنصورت؛ 
بانقسیم آن بر ۰۵ به عدد ۲ می‌رسیم» یعتی دو واحد پکدهم. بنابراین؛ 


می‌توان نتیجه را به کمك ممیز نوشت 


۲ ع- ۶:۵ 


۱۸۰ بازی با بینها یت 


۲ وش 
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حالا سم را در نظر مي‌گوريم : 


۰ وت سل 
۳۹ 
۷۰ 
۲۰ 
۰ واحد یکدهمی باقی می‌ماند که می‌توان‌به‌جای آن۲۰۰و احدیکصدمی 


گرفت . از تقسیم ۲۰ بر۲۵: به عدد ۸می‌رسیم (۸ واحد یکصدمی): 


۸ 2 ۷:۲۵ 
بعنی 
۷ 
۳ 
و لی» ممکن است حتی در حالت ساده‌ای؛ گیر کنیم : 
تفه 
٩ ۰/۴۴‏ 
۳۴۰ 
۴۰ 
۶ 


این تقسیم» هر گز تمام نمی‌شود؛ تاهر جا تقسیم را ادامه بدهیم» همیشه 
باقیمانده‌ای برابر ۴ بدست می‌آید. افسوس! کسررانمی‌توان به‌صورت 
کسردعدهی درآورد. 


وچفدر کار کردن با کسرهای دهدهی ساده‌تر است! ملد ضرب 


قالب ساز نده ۳ 


کسر دهدهی را در ۱۰ انتخاب کنیم. يك سر گرمی کودکانه ! برای 
اینکه ضرب 


۴۵/۶۵۰ 
را انجام دهیم کافی است توجه کنیم که ده برایر دهگان‌می‌شوسدگان» 
ده برایر یکان سی‌شود دهسگان» ده برابر یکدهم می‌شود پنکان وغیر ه. 


بنابراین؛ خیلی ساده دیده می‌شود که برای حل مساله: می‌توان ممیزرا 
يك رقم ربا به زبان دیگر يك «مرنبه») به سمت جلوبرد: 


۳۳/۶۵ 
به این‌ثرتیب» واحدهای‌هر مرتبه: ده‌برایر وبنابراین خود عدد هم‌ده‌برابر 
می‌شود. اگر بخواهيم این نتیجه را دوباره در ۱۶ ضرب کنیم ۱۰۶ 
برابر عدد نخستین بدست می‌آید که برایر است با ۴۵۳۶,۵. از اینجا: 
معلوم می‌شود که برای ضرب در ۱۹۶ می‌توان» ممیز را دورقم به‌طرف 

راست منتقل کرد. 

به همین ترتیب: می‌توان متوجه شد که برای تقسیم بر ۰۱۰ باید 
ممیز را يك رقم به طرف چپ برد. 

وهمین سادگی و راحتی درعمل‌با کسرهای دهدهی‌است که می‌توان 
آرزو کرد: چه خوب بود. اگرمی‌شد همة کسرهای»تعارفی‌را به کسرهای 
دهدهی» تبدیل کرد! 

یکبار دیگر بيينیی در چه موردی گرفتار شدیم؟ 


۴ 
۳ ۴:۹ 2 ۰ 
۴۰ 
۴۰ 
۴ 


2 ۱۸۲ 


در این تفسیم» همیشه به باقیمانده‌ای برایر ۴ می‌رسیم. بباخردکردن 
این باقیمانده, ۴۰ واحد کوچکتر بدست می‌آید و در این ۴۰ هم دوباره 
۴ مرتبه ٩‏ وجود دارد. با وجودی که این تقسیم انتما ندارد؛ نتیجهآن 


کاملاا روشن است. در آن؛ رقم ۴: بینهایت مرتبه: تکرار می‌شود . 


مردی که کارعملی می کند (مثلا" فروشنده یا خیاط)» در این باره 
می‌گوید: اگر هم این تقسیم جایی؛ ومثلا" در رقم دهم بعد از ممیزءتمام 
می‌شد؛ برای من تفاوتی ذمی‌کرد. زیرا من به همه آن نیازی ندارم.من: 
حداکثر به دسی‌لیترها (دسی‌لیتر - پنکدهم لیتر است ): یا سانتیمترها 
(سانتیمتر - یکصدم متر است) . با گرمما (گرم - یکپزارم کیلو گرم 
است). کاردارم. من هیچ نیازی به این خرده بینی ندارم که به مقاریر 
کوچك ناچیزی که بعدازیکمزارم» قرار گرفته است»توجه کنیم. برای‌من» 


از همه این کسر دهدهی نامتناهی 
ئٍ ‌ل لِ عه ی 


قاب سازنده ۱۸۳ 


تنها ۰/۴ 
پا ۴ 
ویا ۴« 
کافی است. به این ترتیب؛ به کسر ِ هم می‌توان مثل همه کسرهای 
دهدهی محدوده تگاه کرد. 

ممکن است که فيزيك» برای اندازه گیریم‌ای دقیق‌تر» به رقمهای 
بیشتر ی نیاز داشته باشدء با وجود این؛ در آنجا هم» برای به اصطلاح 
«حطا».مرزی وجوددارد. درفيزيك: برای اینکه‌میزان خطار ابر آورد کنند: 
از ایزارهای ناکامل واز انداسیای حسی آدمی» برای تکرار آزمایش : 
استفاده می کنند. ودر اینمورت» روشن است که توجه به واحدهای 
بسپار کوچك. نمی‌تواند مقم‌ومی داشته باشد. بدون شث: بسا پیشرفت 
ایزارها دقت اندازه گیری؛ روز به روز بیشتر می‌شود؛ ولي هميشه ودر 


هرحال؛ خطایی وجود دارد. وفتی که آغازبه‌نوشتن عدد 


۹/۴۴/۴۴۰۰ 


می‌کنیم» پایدجایی بايستيم و لواینکه جای دوری باشد. این موضوع که 
نمی‌دانیم در کدام رقم بعداز ممیز باید بایستیم» هیچ اشکالی به وجود 
نمی آورد؛ همین آگاهی قبلی که می‌توانیم رقمبای دهدهی را شاهرجا 
که پخواعيم ادامه دهیم » برای معلوم بودن شکل دهدهی کسر ۴ کافی 
است . ما می‌دانيم که نا عرجا رقمپای بعد از ممیز را ادامد دهیم» با 
رقمهای چپار» وتنبا با رقمهای چهان سر کارداريم. 

آیاء به این مشپوم می‌توانيم هر کسر متعارفی را به‌شکل دمدهی 
خوده تبدیل کنیم؟ به زبان دیگر: اگر در تقسیم » مرگز به باقیماندة 


۱۸۴ بازی با بیتهایت 


برایر صفر نرسیم آیا دست کم برای رقمهای دهدهی» می توان قانونی 
پیدا کردکه بنابر آن؛ ادامة رقمهاء تا هرجا که لازم است : ممکن‌باشد؟ 
به سادگی معلوم می‌شود که به این پرسش می‌توان؛ پاسخ مثبت 
داد. هرتفسیمی از این نوع» دیر يا زود متناوب می‌شود: یعنی گروهی از 
رقمها پیدا می‌شود که از جایی به بعد؛ همانها مرتیاً تکرار می‌شود. 
مقلا ۳ ۳ را در نظر می گيریم. روشن است که درهر تقسیم 
بر ۰۲۲ باقیماند؛تقيم از ۲۲ کوچکتر است. اگرتقسیم بی‌پایان‌باشد, 
هر کدام از باقیمانده‌ها برایر با یکی از عددهای زیر می تواند باشد: 
۱ 
۸ ۱۵۰۱۶۱ 
فرض کنیم ۱ کشو داشتد باشیم واين عددها شماره‌های این کشوها 
باشد. اگرءمثلا" درتقسیم به‌باقیماندة ۷ رسیدیم گلوله‌ای در کشوشمارة 
۷ می‌گذاريم. اگر حوصله داشته باشیم وتقسیم را ۲۲ بار انجام دهیم؛ 
در ۲۱ کشو ۲۲ گلوله گذاشته می‌شود. بنابراین به طور قطع» دست 
کم در یکی از کشوها ۰ دو گلوله خواهد بود » یعنی دست کم بعد از 
۱ گام؛ باقیمانده تکرار می‌شود.ولی: وقتی که یکی از باقیمانده‌ها: 
تکرار شدء به معنای ایشست که همه چیز دوباره از نو شروع می‌شود. 
البته» بسیار پیش می‌آید که این باقیمانده» خیلی زودتر تکرار می‌شود. 
حالا: به مثال مشخص شود بهردازیم : 
۹۹-۴ ۷۱:۲۲ 
۳۳۰ 


۱۰ 
۱۳۰ 


۱۰۰ 


۱۴ 


قا لب ساز فده ۱۸۵ 


صبر کنیم ! باقيماندة ۱۲ را قبلا" داشتیم.یعنی از ایلجا به بعد» تکوار 
شروع می‌شود: 
۴ 2 ۷۲۲ :۱ 
۳۰ 
۱۲۰ 


تس 


۱۰ 


۱۰۰ 


۱ 


۱۰۰ 


۱۲ 


به جز رقم ۰٩‏ که از نظم پیروی نمی‌کند » گروه رقما - پعنی ۵۴ - 
بینهایت بار» تکرار می‌شود. 

برعکس؛ اگر کسر دهدهی مقناو بی داشته باشیم» می‌توانيم کسر 
متعارفی‌را» که‌این کسر دهدهی از آن به‌وجودآمده است ؛پیدا کنیم . کسر 
دهدهی.. ۰۹۵۴۵۴۵۴۰ رادرنظرمی گیریم و فرض‌می کنیم از کسرمتعارفی 
که به این کسر متناوب دهدهی ثبدیل شده است» اطلاعی نداشته باشیم. 
مقدار کسر متعارفی نظیر آثرا؛ ر می‌گیریم؛ یعنی 


۰۹۵۴۵۴۵۴۰۰ و 


اگره این عدد را ۱۰۶۶ پرابر کنیم یعنی ممیز را به اندازه سه رقم به 
طرف راست جلو یریم ثا پایان نخستین دور گردش آن» به صورت 


عددی درست درمی آید: 


۰ سس (۰ ۱۰۰ 


۱۸۶ بازی با بینهایت 


واگر» > را ۱۰ پرابر کنیم» تنما رقمی که در دوزءٌ گردشء شر کت‌ندارد» 
قبل از ممیز قرار می‌گیرد: 
۰ -<22 ۰ ۱ 
حالا» متداراغیر را ازء‌قدار آونی کم م ی کنیم .از یکطرف؛وقتی که :ده ور ااز 
۱۱۰۱۰ کم کنیم» بدست می‌آید» از طرف دیگر» در هردوعدد: 
مقدار بعد از ممیز» یکی است» زیرا درهر دوی آنپا؛ عدد ۰۵۴ بینهایت 
مرتبه تکرار شده است. بنابراین برای اينکه تفاضل آنپا را پیدا کنیم: 
پاید ٩‏ را از ۴ کم کنیم؛ که در نتیچه بدست می‌آید : 
٩4۰1: < ۵‏ 

که اگر حالاه دوطرف تساوی را بر ۹٩۰‏ تقسیم کنیم» می‌شود 

۳۳۳۹۰ 

۰ 


این کسر را می‌توان به ۴۵ ساده کرد: 


٩۴۵ : ۴۵2۰۲۱۰ ۰۰ ۹۹۰ : ۳۵2۷۲ 


وبنایراین 


۳۲ 
در همه آنچد که انجام داديی يك گام را بابی توجمی برداشتیم 
ما ...۰۹۵۴۵۴۵۴ راء به عنوان عددی که معین است» در نظرگرفتیم 
و باوجودی که رقمم‌ای‌آنرا بی‌پایان به‌حساب آوردیم مثل حالت‌مقادیر 


۱ 


قا لب ساز نده ۱۸۲ 


محدود» عملبای ضرب را انجام دادیم . برچه پایه و بنابر کدام تانون» 
ما از ابتدا؛ فرض را براین گذاشتيم که ...۰/۹۵۴۵۴۵۴ معنای معین و 
معدودی دارد؟ 
رشته‌های ینیایت 
ایین موضوع را پسه تفصیل» روی نمونه ساده‌ای » بسررسی میب 
کنیم. آی 
۱-۰ 


که در آن رقم ۰۱ بینهایت بار تکرار می‌شود مفبوم معیئی دارد؟جالب 
اینست که اینگونه شکلهای‌دهدهی بی‌پایان؛ کسی را غصه‌دار نم یکند 
در حالیکه مجموع بی‌پایان 
۱ 


مه 


۱ ۱ ۱ 
۳ ید تن هت 

ترسنا کتر به نظرمی‌رسد گرچه تنها از لحاظ شکل نوشن با کسردهدعی 
بی‌پایان ما» تثاوت دارد. شگفعی آور است کد مر دم با بی میلی به‌این 
مجموعبای بی پایان می‌پر داز ند. در حالیکه با شکل ,۰۰ شخیای 
زود موافقت می‌کنند. دنباله ۱ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
۰ 7 وی 9 7 ۱ 
هه ۱ مها معو وا 


را می‌توان» دنباله‌ای معین به حساب آورد ژیراجمله‌های این دنباله را 
تا هر جا که لازم باشد. می‌توان ادامه داد. با وجود این» پذیرفتن این 
حقیقت» که این راه بی‌پابان: تا انتهای آن قابل پیمودن است و گفتکّو 


۱۸۸ ازی با پیت 


از مجموع بینپایت عددی که در آن وجوددارد. شجاعت و دلیری بیش 
از اندازه‌ای می‌خواهد. اين موضوع را چگوته باید فبمید؟ 

یکی از ریاضیدانان وقتی که هنوز دانش آموز کوچکی بود: 
مفهموم مجموع پینهایت را: به این ترتیب. برای خود روشن کرد. 

شیرینی فروشی: برای اینکه مشتریم‌ای شود را به طرف نوع 
معینی شکلات جلب کند : در لفاف هر بسته شکلات ‏ يك حواله قرار 
داد. هر کسی که *1تا از این حواله‌ها را می‌داد. می‌تسوانست یك‌بسته 
شکلات جدید بگیرد : هربسته شکلات بایسته پندی آن » درواقعءچقدر 
می‌ارزد؟ 

روشن است که گفتگو پرسر ارزش خحود شکلات نیست » زیرا زیر 
لقاف هربسته حواله‌ای وجود دارد که در برابر آن می‌توان سل بسته 
شکلات را دریافت کرد ( برای هره۱ حواله بك بسته ). همراه این 
یکدهم شکلات : یکدهم حواله وجود دارد: وچون برای هر حوالند 


تس 0 می‌دهند » در برابر این - یه > حواله: می‌تسوان سب شکلات 


دریافت کر د. 

همراه ابیت شکلات + ۳ حواله‌وجود دارد؛ که به انداز فیکدهم 
آن یعنی به اندازه ۰ + شکلات آرزش دارد, 

به همین ترتیب. می‌توان استدلال راء بدون اینکه تمام شود 
ادامه داد: روشن است که‌این‌زنجیر هر گزبه‌پایان حودنمی‌رسد وبنابراین 
ارزش هربسته شکلات در واقع به اندازة ۱ 


ربب 


ومع ۱۵۰ 


قالب ساز نده ۲ ۱۸۹ 


حالاءباروش دیگری کشف می کنیم که‌ارزش عرشکلات بابسته بند ی آن 
برابراست‌با +4 ۱.روشن است کهعدد! :نمایندفارزش‌خودشکلات» بدون 
براٍ ۷ 


بسته بندیآنست؛ بنایر این بایدثایت کنیم که ازر ش‌حواله یراب راست‌باارزش 


شکلات . برای این منظور» کافی است ثابت‌کنيم که ارزش ٩‏ حواله 
5 

برابر است با ارزش يك شکلات + در ابتصورت ‏ ارزش يك حواله‌بر ابر 
با يك نیم آن خزاهد شد. 


اپن حفیقت را که ٩‏ حواله به اندازهة يك شکلات (بدون بسته - 
بندی) ارزش دارد» می‌توان بلافاصله کشف کرد: فرض کنید؛ مسن ٩‏ 
حواله‌داشته‌باشم . پیش‌شیرینی فروش می‌روم ومی گویم«خواهش‌می کنم؛ 
يك بسته شکلات په من بدهید . من اول آنرا می‌عورم وبعد ارزش آنرا 


می‌پردازم». شکلات را می‌خورم وحوالة آثرا .یه ٩‏ حواله‌ای که داشتم 


۱۹۰ بازق با پيتها بت 


اضافه می‌کنم.حالا» من ۱۰ حواله دارم ومی‌توانم به كمك آننها» بدهی 
ود را بپردازم . شکلات را خورده‌ام و هیچ حواله‌ای هم برایم باقی 
نمی‌ماند. به‌اين ترتیب» ٩‏ حواله » متناظر است با يك شکلات ‏ با يك 
حواله برابر است با شکلات و بنابراین » هرشکلات با حواله‌ای که به 
همراه دارد (یعتی يك بسته شکلات) ‏ به اندازه ‌ شکلات ارزش 


دارد. از اینجاء معلوم می‌شود که مجموع رشته بی‌بایان 


دقیقاً برایر است پا ۱ اگر چه این مجموع » در دسترس ما به سادگی 
قرار نمی گیرد؛ ولی در مثالی کند آوردیم» حتی قابل خوردن بود. 
نتیجدای راکه بدست آوردیم؛ می‌توان به‌این‌تر تیب» منظم کرد: 
اگر مقداری» درنخستین تقریب خود برابر ۱ باشد‌در تقریب کمی‌بهترب ابر 
است‌با ۱4 » ودر تقریب بازهم بیتر " (ولی هنوز غیر دقیق) برابر 


۴ 
۱9۰ 


بیبو و به همین ترتیب تسا آخر. در اینصورت» مقدار الا دقین 
آن برایر است با عدد 5 

حالا» من می‌توانم به وعده‌ای که پیش از اين داده‌ام وفاکنم 
به‌مفیوم بحثی که همین حالا کرديم درستی این نتیجه گیری هم روشن 
می‌شود که: مساحت دایره را می‌توان به تفریب؛ به وسیله مساحتهای 
چندضلعیب! » بیان کرد. همینین ؛ قانون جایگیری عددهای اول را هم 
باید درست به همین معناگرفت» روشن است که من به اطمیتان‌خواننده 


۱. دربخش بعدی» دربارءٌ منهوم کلی «مقدار تقریبی»» گنتگو خواهيم کرد. 


قالب سازقه 1۱۹1 


نسبت به حرفم تکیه دارم و به همین متاسبت. لزومی به اثبات طولافی 
آن ندیدم. 

در جبر مي‌توان عددی را؛ مثلا" ببه این ترتیب پیدا کسرد: کر 
عبارتست از عددی که اگر آنرا بر۲ تفسیم؛ سپس در ۲ ضرب وسر آخر 
با ۵ جیم کنیم» ۱ بدست آید؛ یعنی  »‏ عددی است که درمعادلةً 
زیر صدق می‌کند: 


1 
اب 


ولی حالا؛ ما با روش دیگری برای تعیین عددهاء آشنا شدیم. شاشه‌ای‌اژز 
ریاضیات که درآن می‌توانیم مقدار عدد را به یاری مقادیر تقریبی» با هر 
دقتی که لازم باشد » بدست آوریم؛ آنالیز نامیده می‌شود. 

حالا مسأله را از طرف دیگرش پسررسی می‌کنیم و به عددد۱ 


می‌پردازيم . واحد را می‌توان به صورت نه نسم نوشت وبدست آورد: 


۰ << ۱۰:4 تس« 


ضمناً» برابری عدد ۱2 را با این عدد دهدهی نامتناهی» همین حالا» 
ثابت کردیم . 
ریاضیدانان در این‌باره. اینطورمی گویند: دنبالة مجموعبای‌جزبی 
۱ ۱ ۱ 
۱۸۱۱ 


۷۱۰۰ 


به سمت حد .(۱ میل می‌کند. به همین ترتیب می‌گویند: رشتة 


۱۹۲ بازی با یینهایت 


ما 


تببر 
همگرا (متقارب) است و مجموع آن برابر است با +۱ 

به این‌ترتیب» با مفموم تازه‌ای از جمع روبرو می‌شویم و باید 
تحفیق کنیم که آبا قانونهای محاسبه دراینجا هم درست درمی‌آیند با 
نه. خود را وارد محاسبه‌های خسته کننده نمی کنیم وتنبابة نتیچهة آن 
می‌پردازيم. چاسخ: عنفی است. 

مثل اینست که در اینجا » بینهایت از قفس فانونمای‌ما فرار 
می‌کند. بدهمین مناسیت» در مورد رشته‌ها که جمله‌های آنها رامی‌توان 
بذ دلخواه جابه‌جا و پاگروه بندی کرد - باید بررسی ویژه‌ای بشود. از 
این نقطه نظر» رشتة بابرا مي‌توان رشتذسر به راهی دائست, 


ولی؛ به اين رشته بپردازيم: 


۱ الا ۱ 
اگر جمله‌های این رشته را تغییر بدهیم و به جای هر دو جملهٌ پشت سر 
هم نحیچه آنها را انتخاب کنیم: 

بی + ی او 
رشته‌ای‌بدست می‌آید که هم جمله‌هایآن برابر صفر است. وروشن‌است 
که‌هر چند مرتبه که صفر رابا خودش جمع کنیم» هميشه به‌نتیجه‌ای‌برایر 
صفر می‌رسیم.یمتی مجموع رشته‌برابراست باصفر. ولی اگر گروهبندی 


را به این ترتیب» درست کنیم : 


به این رشته می‌رسیم 
اه ۰ ۱1 

که حاصلجمع آن» برابر است با ۱. می‌بینید که این حکم نادرست‌است 
که عملما را می‌توان درپارةٌ هر دنبالة دلخواهی انجام داد. 

يك حکم» همه جا درست است: رشتهٌ بینمایت را می‌توان جمله 
به جمله در عدد داده شده ضرب کرد. 

ببنیم؛ به باری نتیجه‌ای که بدست آوردیم» می‌توان چیز جالب 
دیگری هم بدست آورد؟ ار از عدد 


۱/۱۱۱۱۰۰۰ ۸ 


| ه 


يك و احد کم کنیم» بدست م یآید: 
۱ 
0 ۶۱/۱۱۱۱۰۰۰۰ 
حالا» مقداری را که‌بدست آورده‌ایم » در #ضرب تیه شود 
٩‏ 
.۰/۹۹۹۹ 


اگر این مقدار را به ۱۶ نقسیم کنیم» بدست می‌آید 


۰۰۹۹۹۹ ۰.۰ ۱ 


۱3 5 بازی با بینها یت 


واگر دوباره به ۱۰ تقسیم کنیم» بدست می‌آید 
۸ ۰۰۰ ۰۰۰۹۹۹۹ 

وغیره. 

بنابراین» کسرهای محدود ۰۱ ۰۰/۱ ۰۶/۶۱ ... را هم می‌توان به 
صورت کسر نامتناهی نوشت» به این ترتیب که چند صفر قرار دهیم و 
سپس به دنبال آن» رقم ٩‏ را تکرار کنیم. از همین چاء بلافاصله نتیجه 
می‌شو دکدهر کسر دهدهی محدود را می‌توان به‌دوطریق» به‌شکل‌نامتناهی 
توشت. مثلاگ کسر محدود ۰/۲ را می‌توان ابتدا؛ به‌این صورت‌نوشت: 

0/۲۵۰ 
راضافه کردن صفر ها مقدار عدد را تغییر نمی‌دهد). همین ۰/۷ را به این 
صورت هم می‌توان نوشت: 
٩0۰‏ 

زیرا» مي‌دانيم که ۰/۱ برایر است با عدد ...۰۶۹۹۹۹ «می‌توان ثابت 
کرد که این تنها دو گانگی است که در بیان کسرهای دهدهی وجود 


دارد ). 


هر جمله» یکدعم جمله قیلی است. می‌توان گفت که هر جمله: از ضرب 


جمله قبلی در ۷ بدست می‌آید. تصاعد حسابی را به خاطر بیاورید: در 


آنجا اختلاف هر دوجملهً پشت سرهم؛ مقدار ثایتی بود. رشته‌ای که 


قا لب ساز نده ۱۹۵ 


در آن؛ خارج قسمت هردوجملهُ پشت سرهم» مقدار ثابتی باشدء تصاعد 
هندسي نأمیده می‌شود. 
نباید اطمینان خاطر بیخودی پیدا کرد و گمان کرد که ما می - 
توانیم هر رشتة نامتناهی زا جمع‌بندی کنیم. مثلگ تصاعد هندسی 
و۱۰ ۱2۱۰ 


را در نظره‌ ی گیریم» که در آن» نسبت هردو جملة پشت سرهم» پرابر 
است با ۱۰. روشن است که مجدوعهای جزئی این‌رشته دبر یا زود از 
هر عدد دلخواهی بزر گترمی‌شود لوگ هرمجموعی که‌بیش ازچهارجمله 
داشته باشد‌از ۱۶۰۰ بزر گتر است)؛ وبنابراین» رشته ما تا بیتهایت» 
پیش می‌رود. همین وضع در مورد رشتهٌ تصاعد هندسی با نسبت ثابت 
۱ بعنی تصاعدی که هر جملة آن ۱ برابر جمله قبلی باشد؛ نیز درست 


است: 


۱4۱۷۱۱۱۱۰ 


در اینجا؛ هر مجموعی که بیش از هزار جمله داشته باشد از ۱۰۰۰ 
بزرگتر است وهر مجموعی که‌بیش از يك میایون جمله داشته‌باشد از 
۰ پزوگتر است وغیره. ۱ 

بالاخره اگر مر جمله از ضرب جملهٌ قبل در ۱-بدست آید 
چون (۱-) <۱برابر است با ۱-ء (۱-). (۱س)برابراست با 4-۱ دوباره 
(ا-) . (41-۱) برایر است با ۱- وغیره» به اين رشته می‌رسیم: 


ماوت ۱ 


که مابازی‌نمایشی‌و حیله گرانةآنراءبیش‌ازاین دیده‌ایم .مجموعمهای‌جزئی 


۱۹۶ پازی با بینهایت 


۱٩ 
۱ << ۱  هز‎ 
۱۳ 
و و و د سا‎ 


از اینجا دیده می‌شود که مجموعمای جزئی؛ بسه نوبت برابر باه وا 


می‌شود. 


3 : 5 5 1 
این مجموع مرتباً از عدد ۱ به عدد * و از عدد » به عدد ۰۱ 

می‌پرد ( یعنی پین ۱ وه نوسان می‌کند) و به همین متاسبت. نمی‌تواند 
به عدد معیثی نزديك شود . در حالتی که نسبت جمله‌های پشت سرهم؛ 
عددی منقی و از لحاظ قدر مطلق بزرگتر از واحد باشد؛ این پرشها: 
مرتباً بزرگتر وبزرگتر می‌شود. درایتصورت: طرح آن به صورتی است 


که در زیر دیده می‌شود. 


به‌این نرتیب ازهمة اتواع رشته‌هایی که تا اینجا آوردیم» تنها 
می‌توانیم‌رشتة زیر را جمع بندی‌کنیم: 


قا لب ساز ده ۱۹۲ 


۱ ۱ ۱ 


۱۰ ۱۰ 0 


و روشن است که این موضوع به این حقیقت بستکی دارد که جمله‌های 
این رشته مرتب کوچك و کوچکتر می‌شود وحتی؛ اگر بسه انداز کافی 
جلو برویم به هراندازه که بخواهیم» کوچك می‌شود. این چمله‌ها(متال 
مربوط به‌شکلات رابه خاطر بیاوربد): به سمت صفر میل می‌کنند(یعنی 
می‌توان ثابت کرد که اسر مقداری در تقریب اول برابر ۰۱ در تقریبی 
بهتر از آن برابر -- و در نقریبی باز هم بهتربرابر :0 باشد وغیره: 
مقدار دقیق این مقدار تنما می‌تواند برابر صفر شود. از اين به بعد: 
من دیگر به بررسی طولانی نخواهم پرداعت وتنها به نمونة کاملا"دقیق 
شکلات. اشاره خواهم کرد) . به این ترتیب» می‌توان نثیجه گرفت که 
اگربخواهيم مجمو ع‌بینهایت عددرا پیدا کنیم و اگرجمله‌های «دوردست» 
مرتباً کوچکتر وناچیزتر شوند» دراینصورت این جمله‌حا» تأثیر گمی در 
نتیجه خواهند داشت وبنابر این هرچد مجموع جزئی» «دورتر» بروده 
به همان اندازه تصور در بارءٌ مجموع کلی عددها؛ دفیق‌تر می‌شود. 
باوچود این و جود چنین جمله‌هایی‌هم : بر ای‌امکان‌جمع بندی‌رشته: 


کافی نیست. دنبالهةً 


هی اگر چه ملایمتر از مثال قبلی؛ ولی برحال یه سمت صفر میل می- 
کند (درمثال فبلی؛ همه جمله‌های‌بعد از حمله چهارم: از ِ کوچکتر 


۱۹۸ بازی با بينها یت 


بودء در حالیکه در اینجاء جمله‌های بعد از جملة هزارم » از _ کوچکتر 


است). ولی مجموعمهای جزیی رشتةً 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
(۳ 


ی و ی ی 


به سمت بینهایت میل می کند, 
این موضوع را به این ترئیب؛ می‌توان ثابت کرد می‌دانیم که 
وقثی مخرح کسربزرگ‌شود؛ مقدار کس رکوچك می‌شود(اگ رکيك‌رایین افراد 
بیشتری قسمت کنیم» سیم کمتر ی به‌هر نفرمی‌رسد). پنابراین؛ | گربه‌جای 
کسر کوچک چکترم: و به جای ِِ و کسر کوچکتر .د وبالاخره به‌جای 
۱ 


کسرهای سل لب سل : کسر کوچک کر سل وغیره» قرار 


۱ ۱۳ ۳ 
دهیم. مجموعهای جزئی کوچکتر می شود. به طور کلی؛ باید همیشه تا 
جمله‌ای جلورفت که مخرج آن توانی ازعدد ۲ باشد (۲۳ ۰۴ ۲۲ ۸ 


۳ ۱۶)وهمه جمله‌هایی را که در سمت چپ آن قرار گرفته ‏ 


ببه آن تبدیل کرد . روشن است که مجموعسبای جزئی رشته 


بدودبدپد بمب لبلب 


۴ ۴ ۸ ۸ ۸ 


۱ ۱ 1 ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
99 ار ار انا ( اقا 10۳ 


ال سازفده 1۹۹ 


کوچکتر از مجموعهای جزیی رشتة اصلی ماست. 
مجموع جمله‌ها» در گروههای جدا گانه» چنین‌اند: 


۱ ۱ 
۹ ۳ 
۱ ۱ 
۲ 1 
۱ نی 1 

تم 1 
۲ سوت و 1 ۶ 2 ۳ 


روشن است که در هر گروه مجمو ع جمله‌ها برایر با + سی‌شود. ولی 
۰ پار + برایر ۲۹۶۹۰۴۹9۱۲۶۰ بان برایر يلك ملیون می‌شود. 
به این ترتیب وقعی که تعداد جمله‌ها را به اندازة کافی زیاد بگیریم 
مجموع آنما می‌تواند از هر عدد دلخواه؛ بزرگتر شود. و طبعاً همین 


وضع» برای رشته اصلی ما هم وجود دارد. 
بتابراین» برای اینکه رشته‌ای متقارب باشد. کافی نیست که 


جمله‌های آن به سمت صثر میل کند » بلکه باید این میل به سمت صفر» 


به‌اندارة کافی سریع باشد. 
۲ خط عددی پرمی‌شود 


در تبدیل کسرهای متعارفی به دهدهی؛ نظم عجیبی‌دیده می‌شود. 
در این تبدیل تنها به کسرهای دهدهی محدود وبا به کسرهای دهدهی با 
دوره گردش‌ثایتء برنعورد م کنیم . ضمتاً ما به این فکرهم خو گر فته‌ایم 
که به هر کسردهدهی؛ به عنوان يك عدد معین» بنگریم, بابررسی عسدد 


۲۰۰ بازی با بینهایت 


۰ به این نتیجه رسیدیم که این عدد مقدار ۱2 رابه مامی‌دهد. 
بعید است که این فکر به ذهن مانرسد: آیا کسردهدهی می‌توان در نظر 
گرفت که دوره‌ای نباشد؟ و آبا چئین کسردهدهی متناظر با یك عدد 


است؟ 
عددهای گنگث 


به سادگی؛ می‌توان کسردهدهی در نظر گرفت که دوره‌ای نباشدء 
ولی» در عين حال از فانون معینی: پیروی کند و با به کاربردن ایسن 
قانون‌بتو انیم‌رقمهای دهدهی راتاه رجا که‌بخواهیم : بنویسیم, گرچهچنین 
کسری کاملا" غیر مشخص نیست» ولی به هرحال‌دورة گردشی هم‌ندارد. 
این نمونه‌ای اژ اینگونه کسرهاست: 

مه موم موه او ۰/۱ 

قانونی که پنابرآن. این کسر ساعته شده است: خیلی ساده است: هميشه 
بعداز رقم ۱ رقممای صنر قرار گرفته است » منتهی تعداد صفرها: در 
هر بار: پیکی بیشتر از دفعهٌ پیش است. در ایتجا از هیچگونه دور 
گردشی نمی‌توان گفتگو کرد: زیرا در اینصورت. رقم ۱ باید دیریازود 
با فاصله‌های‌یکئو اخت‌ظاهر شود. به‌ممین‌مناسبت: آنچه را که نوشته‌ايم 
سرچشم کسری ندارد(یعنی ثمی‌تواند از يك کسر به وجود آمده‌باشد)» 
ومجموعهای جزئی آن. به سمت يك عدد گویا: میل ذمی‌کند. 

باوجوداین؛ ما خواهیم دید که ان مجموعمای‌جزئی‌به‌چیزی‌نزديك 
می‌شو زد : به فاصله‌ای از مجموعه‌ایازعددهای گویا. واز اینجا مسی‌توان 
بلافاصله این نتیجه را بدست آورد که بین عددهای گویا: باوجودی که 


قا لب ساز نده ۳۰ 


بی‌اندازه به هم نزدیکند» جاهای خالی‌ورخنه‌هایی وجود دارد. 

اگر دراین‌بیان دهدهیءروی یکدهمها باایستیم :وهمة بقیة رقمبا 
را حذف کنیم معلوم می‌شو دکه هممجموعمهای جزئی از ۱/* بیشتر ند. 
ازطر ف‌دیگره» وشن است که هم این مجموعهای جزئی» از ۰/۲ کمتر نده 
که البته. ممانطوو که پیش از اين هم صحبت کرده‌ايم می‌توان ب‌جای 
۲ عدد .۰۱۹۹۹۰۰ را درنظر گرفت» 

به‌این‌ترئیب؛ هم مجموعهای جزئی پشت سرهم؛ بین ۱/و۲/* 
واقم‌اند» یعنی روی فاصله‌ای ازخط عددی که در اینجا با خط کلفتر 


نشان داده شده است: قرار دارند؛ 


هه له وه هه ۰/۴ ۴ ۴/۲ 7۱ ۰ 
5 


1 ۳ 1 تسه 


هر نقطه از این فاصله را: می‌توان به عنوان تقریب اوق أنتخاب کرد . 
اگر حالاء تنها تا رقمهای یکپزارم را در نظر بگیریم؛ معلوم می‌شودکه 
این مجموعمای جزئی؛ بین دوعدد 
۲ ۰/۱۰۱ 

قرار گرفته‌اند. این فاصله را روی شکل؛ به‌سختی می‌توان نشان داد: 
زیرا این دونقطه: خیلی به هم تزدیکند و اعتلاف بین آنهاتنها برابر 
با یکهزارم است . نقطه‌های واقع در این فاصله » که به‌طو رکامل 
در داخل فاصله قبلی قرار گرفته است. تقریب بمتری از عدد را به‌سا 
می‌دهنل . 


اگر همین استدلال را ادامه دهیم» به این نتیجه می‌رسیم که هم 


۲۰ بازی‌با بینها یت 


۰ به آپن نتیجه رسیدیم که این عدد مقدار ۱2 رابه مامی‌دهد. 
بعید است که این فکر به ذهن مانرسد: آیا کسردهدهی می‌توان در نظر 
گرفت که دوره‌ای نباشد؟ و آیا چنین کسردهدهی: متناظر با يمك عدد 
است؟ 

عددهاي گنگ 

به سادگی: می‌توان کسردهدهی در نظر گرفت که دوره‌ای نباشد. 
ولی» در عين حال از قانون معیتی: پیروی کند و با به کاربردن ایسن 
قانون بتوانیم رقمهای دهدهی راتاهر جا که‌بخواهیم ‏ بنویسیم. گرچه‌چنون 
کسری کاملا" غیر مشخص نیست: ولی به هرحال دورء گردشی هم‌ندارد. 
این نمونه‌ای از اینگونه کسرهاست: 

0 

قانونی که بنابرآن. این کسر ساخته شده است؛ خیلی ساده است: هميشه 
بعداز رقم ۱ رقمیای صنر قرار گرفته است » منتپی تعداد صفرها: در 
هر بار: یکی بیشتر از دفعة پیش است. در اینجا: از هیچگونه دورهٌ 
گردشی نمی‌توان گفتگو کرد: زیرا در اینصورت. رقم ۱ باید دیریازود 
با فاصله‌های‌پکئ و اخت‌ظاهر شود. به‌همین‌مناسبت: آنچه را که نوشته‌ایم» 
سرچشم کسری نداردریعنی نمی‌تواند از يك کسر به وجود آمده‌باشد)» 
ومجموعبای جزئی آن» به سمت يك عدد گویا. میل نمی کند. 

باوجوداین؛ ما خواهیم دید که‌این مجموعمای‌جزئی‌به‌چیزی‌نزديك 
می‌شوند: به فاصله‌ای از مجموعه‌ایازعددهای‌گویا. واز ابنجا سی‌توان 
بلافاصله این نتیجه را بدست آورد که بین عددهای گویاء باوجودی که 


قاب سازنده ۳۰۱ 


بی‌اندازه به هم نردیکند» جاهای خالیو رخنه‌هایی وجود دارد. 

اگر دراین‌پیان دهدهیءروی یکدهمها باایستیم ؛وهمة بقی رقمها 
را حذف کنیم معلوم می‌شود که هممجموعمهای جزئی از ۱/* بیشترند. 
ازطرف‌دیگرروشن است که همه این مجموعهای جزئی؛ از ۰/۲ کمتر ند» 
که البته همانطور که پیش از این هم صحبت کرده‌ايم می‌توان به‌جای 
۲ عدد ,..۰/۱۹۹۹ را درنظر گرفت 

به‌این ترتیب» هم مجموعهای جزئی پشت سرهم: بین ۱/*و ۰/۲ 
واقع‌اند. یعنی روی فاصله‌ای ازخط عددی که در اینجا با خط کلفتر 


نشان داده شده است» قرار دارند: 


۱ ۹ ۰/۸ ۲/ه وه واه زره ۰/۲ ۹/۲ ۱ ه 


هر نقطه از این فاصله راء می‌توان به عنوان تقریب دول أنتخاب کرد . 
اگر حالاء تنپا تا رقممهای یکبزارم را در نظر بگیریم» معلوم می‌شود که 
این مجموعبای جزئی» بین دوعدد 
۲ ۰/۱۰۱ 

قرار گرفته‌اند. این فساصله را روی شکل؛ به‌سختی می‌توان نشان داد: 
زیرا این دونقطه: خیلی به هم نزدیکند و اختلاف بین آنهاء‌تنها برابر 
بسا یکم‌زارم است . نقطه‌های واقیع در ایسن فاصله » که بهطو رکامل. 
در داعل فاصلُ قبلی قرار گرفته است؛ نقریب بمثری از عدد را بسا 
می‌دهنكد. 


اگر همین استدلال را ادامه دهیم. به این نتیجه می‌رسیم که همة 


۳۰۲ بازی با بینهایت 


مجموعهای جزئی را می‌توان مرتباً در فاصله‌هایی جاداد که یکی بعداز 
دیگریء تنگتر وبا اندازه‌ای کوچکتر می‌شود: 


بین مره و ۲ ۰/۱۰۱۵ 
بین امه هه اه ۰ و ۲ ده اوه واه ۰۱ 


اگراین فاصاهها. به‌این سرعت کوچکث نمی‌شده می‌توانستیم» مثلا شکلی 


به اینصورت داشته باشیم : 


۳ ۰ ٩ 
اس‎ 


طول این فاصله‌ها: به ترتیب؛ چنین است: 


۰/۱ 

۱ 

اههد 

ایب 
یعنی يکدهم» یکم‌زارم» بل ملیونیم وغیره. روشن است این دنباله به 
سمت صفر میل می کندء پعنی آنقدر كوچك می‌شود که نه می‌توان آنرا 
روی شکل نشان داد ونه حتی می‌تنوان آثرا نام برد. به این ترتیب » 
مجموعهای جزئی ما؛ وقتی کسه تعداد جمله‌ها را به انداز کافی زیاد 


قا لب ساز نده ۳۰۳ 


بر 


7 7 
# ۳۳ 


سك 
0 


نت ر ر ع 
)۳ ۴ ۰ 9 ۵ ی ۲2 
ری 
بگیریم» درفاصله‌ای که به طور نامحدود کوچك می‌شود » کیر می‌کند. 
اینکه هر فاصله درفاصلةٌ قبلی قرار دارد » يك بازی قدیمی را 
به نام هدیه‌های شوش ی آمیز به یاد می‌آورد: به شما يك بسته می‌دهند» 
شما لفاف آنرا باز می‌کنید» ولی زیر آن روپوش دیگری پیدا می‌شود. 
شما با کنچکاوی وعلاقد بسته‌ها را پشت سرهم باز م ی کنید» و لی‌هربار 
با پسته‌ای که کوچکتر از بستهٌ قبلی است» روبرد می‌شوید. 
در مثال ماهم چنین وضعی بینهایت بارتکرار می‌شود. حددوم 
به طور کامل در داخل حد اول قرار دارد» حدسوم در داخل حداول و 
هم درداغل حد دوم واقع است» چهارمی در درون سه حداول واقع‌است 
وغیره. این‌مثالهابه‌ماتلقین می کند که اگر دنباله نامتناهی ازفاصله‌هایی 
را بسازیم» که رکدام از آنها در درون همه فاصله‌های قبلی قرار گرفته 


۳۰ بازی با بینها یت 


باشد» در اینصورت چیزی با جایی که هم این فاصله‌ها؛ به‌سمت آن 
میل می‌کنند؛ بابد برای هم آنپا» مشتر باشد. 

می‌توان ثابت کرد که در مورد همة این حدها؛ چیزی بیش از 
پل نقطة مشنرك نمی‌تواند وجود داشته باشد. 

فرض کنیم که ما اين نقطةٌ دشترك را پیدا کرده باشیم» و کسی 
در برایر ما بایستد و ادعاکندکه او نقطه مشتركك دیگری » برای همفاین 
فاصله‌ما. که پا نقَطهُ ما تفاوت دارد. ومثلا"" در سمت راست نقطذما قرار 
دارد: پیدا کرده است. روشن است که این فرد نمی‌تواند ادعاکند که 
نقمُ ای » خیلی دور از نقطة ما قرار گرفته است. ولی به خاطر اینکه 
بعوانیم اين دونقطه را بهروشنی از هم جدا کنيم آنمها را به قد رکافی 
دورازهم می‌گيريم استدلالی را که دراین مورد به کار می‌بریم» می‌توان 


برای هر پاره خط کوچکتری هم با موققئیت به کاربرد. 


هرقدر که این دونقّطه به هم‌نزديك باشند باز هم فاصلهة بین آنهابرابر 
باعدد مشخصي می‌شودکه‌ماآنرا دومزارم واحد می‌گيريم؛ نبایدفراموش 
کرد که با دونقطة معفاوت سرو کار داریم! بااین همه طول فاصله‌ها: 
په سمت صفر میل می‌کند و بنابراین؛ دیر پازود: به فاصله‌ای می‌رسیم که 
طول آن کمتر از یکم‌زارم واحد باشد. نقطد ماه در درون همه فاصلد‌ها 


قراردارد؛ حتی اگر این نقطه : در انتپای چپ فاصله‌ای که طول شکمتر 


قا لب ساز نده ۲۰۵ 


از یکم‌زارم»است» واقم باشد» نقطة سمت راست آن نمی‌تواند به‌نقطه‌ای 
که دوهزارم از نقطُما فاصاه‌دارد» دسترسی پیداکند. 


وید سس جح 
بتابراین نقطه‌ای که به‌عنوان نقطةً دوم به ما داده شده است»در 
خارج این فاصله وهمه فاصله‌ایی که طول کوچکتر دارند» قرار می- 
گیرد؛ یعنی»چنین نقطه‌ای‌نمی‌تواند. نقطه مشترك همه این فاصله‌هاباشد. 
به‌این ترتیب» همهٌ فاصله‌هاء تنپا يك نقطه مشترك دارند؛ وچون 
همه مجموعیای جزئی عبارت ... ۰/۱۹۱۹۰۱۰۰۰۱۰۰۰۵۱ هرقد رکه 
جلو برویم.ه رکدام در درون مجموعمای جزئی قبل قراردارد بتابراین؛ 
این مجموعما» روی عط عددی به سمت يك نقطه میل می کنند. 
می‌بینیم که روی خط عددی نقطه‌اي را کشف کردیم که متناار 
پا هیچکدام از عددمایی که تا حالا می‌شتاختيم» نیست. با وجودی کسه 
خط عددیء به صورت انبوه پوشیده از کسرهاست» در این نقطه هیچ 
کسری را نمی‌توان پیدا کرد. وقتی که يك کسر را بسه صورت دهدهی 
خود تبدیل م یکنیم » هميشه يك دوره گردش پیدا می‌شود: در حالیکه در 
اینجاه کسردهدهی ماء پعنی ..,۱5۱۰۱۶۰۰۱/ که به سمت این نقطةً 
ترديك می‌شود» متناوب نیست و دورةٌ گردشی ندارد. ولی در عین‌سال» 
نقطه‌ا ی کاملا"؟ مشخص بدست آورده‌ايم که در فاصلة کاملا" معینی از 
نقطهٌ صفرء‌قرار گرفته است. در حالیکهءاین فاصلهرا.نه‌به‌یاری و احدء‌ونه 
به‌پاری قسمتها ی کوچکتر واحد. نمی‌توان‌اندازهگرفت. بنابراین؛این‌پاره 


۶ ۰ ۲ بازی با بینها بت 


حط ؛دست کم بخایر آگاهیهایی کدنا کنون داریم-هیچ‌اندازه‌ای‌ندارد. برای 
اینکه این نقص را برطرف کنیم می‌گوپيم که اندازه این پاره خطبرابر 
است باعدد گنگد 


ك موه هه ۵ ۰۵۱ ۰9/۱۰۱۵۵۱۰۵ 


به این ترتبب. اين «موجود‌ناشناشته راء که معرف «چیز» کاملا" 


«عیثی است ومرتباً به عددهای گویای 
٩: ۰/۱6۱ ۰/۱۱۵۰‏ 


ترديك می‌شود به‌عنوان يك عدد تاژه درنظر می‌گیریم. این عددجدیدء 
چه برای مرد عمل وچه برای يك فیزیکدان » به همان اندازة عدد 
۴۴۴ 3 سودمند است. وقتی که این‌عدد بهمقادیر گویا نزديك 
می‌شود؛ مسی‌توانوم آثرا با هر دقتی که بخواهيم: در دسترس داشته 
باشیم . 

درواقع» مااز عم نشانه‌های‌دهدهی بسطاین عددا گاهیم ویستدبه - 
نیازی که داشته باشیم می‌توانیم تعدادی از آنها را اختبار کنیم؛ زیر 
در بارة بسط آن» يك تصور کلی دردست داریم. 

به همین ترئیب ؛ می‌نوان ثابت کرد که هر بسط دهدهی غیر 
متناوب دیگری» که رقمهای آن بنابر قانون مشخصی نوشته می‌شود 
متناظر با نقطهٌ معين دیگری با فاصلة معینی از نقطة صفر؛ روی محور 
عددهاست. ما» به اینگونه بسطهای تامتناهی به عنوان اندازه‌هایی که 
متناظر با فاصله هستندء نگاه می‌کنيم و آنها را عدهاي گنگ می‌نامیم. 
ممکن است. این استدلال. خیلی انتزاعی و نجریدی بدنظر آید» ولی او 


قا لب ساز نده 


۳۰۷ 


دانش آموز چمارده سالهٌ من»راه‌حلی پیدا کرد ونشان دادکه پاره‌عطهایی 
وجود دارد که‌اندازآنما را نمی‌توان‌به مك عددهای درست وپا عددهای 
کسری نشان داد. او برای حل این مسأنه. به نسوعی شونعی متوسل شد. 
استخر مربع شکلی را به وسیلة چهار درعت؛ که در گوشه‌های آن 
کاشته شده است» تزیین کرده‌اند: 


می خواهيم استخر را وسیح‌تر کنیم ؛ ببه تحوی که مساحت آن دو 
برابر شود: ضمنًشکل آن باز هم مربع باشد ودرختها هم درجای‌خودشان 
باقی بمانند. 

,ٍ در واقع» مساحت مربع بزرگتر: دو برابر مساحت مربع کوچکتر است. 
برای اینکه؛ این‌حیقت را ببينيم ابتدا قطرهای مربع کوچکتر را رسم 


کم : 


حالا به سادگی معلوم می‌شود که برای بدست آوردن مربع بزرگترءباید 
چهار مثلشی را که ضمن رسم قطرهاپید اشده‌است به‌طر ف بیرون «بر گردانیم. » 


۳ 
ام 


به‌این تر تیب به‌مساحت مریم کوچکترء درست به‌انداز #مساحتی که دار ف اضافه 
می‌شو ده پمنی‌مساحت‌مر بع‌بزر گتر» دو برابرمساحت مربع کوچکتر می‌شود. 

ولی؛ ادا در همین جامعوقف نشد, اق می‌عواست بداندء که اگر 
طول ضلع استخر اول‌برابر ۱ کیلومتر باشد. طول ضلع استخر تازه‌چقدر 
است. مساحت استخرقیلی برابریا | >« ۱.یعتی ۱ کیلو مترمریع؛ می‌شود ا 
مساحت استخر جدید؛ دو برابرمساحت استخر قبلی است» بعنی مساحت 
استخر جدید برابر ۲ کیلو مترمربع خواهد شد. 


قالب ساز نده ۳۰۹ 


حالاء ما به عملی رسیده‌ايم که عکس عمل به توان رساندن‌است» 
یعنی باید ریش يك عدد رابدست آوریم. مسأله به اینجا می‌رسد کدباید 
۲ را محاسبه کنیمءزیر | عددی را کدتوان دوم آن برابر با ۲ باشد -اگر 
چنین عددی وجود داشته باشد - با نشاند ۲ مشخص مي‌کنیم. 

اوه آغازبه محاسبه کرد. ضلم مربع کوچکتر» طولی برابر ۱ کیلو 
متر دارد» روشن است که ضلع مربع بزر گتر باید طولی بزرگتر از ۱ 
کیلومتر داشته باشد ؛ ولی ضلع استخر بزوگک نمی‌توائد طولی برابر ۲ 
کیلومتر داشته باشد؛ زیرا در اینصورت مساحت آن برابر با ۲۱۲ ۰ 


یعتی ۴ کیلو متر مربع می‌شود. بنابراین طول مورد نظر» عددی است 


بین ۱ و ۲ . 

و۱ به‌جستجوی عددی پرداعت که چنددهم ازعدد ۱ بیشتر باشد. 
او کشف کرد: 
۱۱۵۲۲۱۱۵۹۱۸۵۰۵ ۱۴۲-۱۴۱۴۲۱۹۶ 


عدد ۱/۹۶ کوچکتر و عدد ۲/۲۵ بزرگتر از عدد ۲- عدد مساحت استخر 


بزرگتر - درآمدند. بنابراین» عدد مورد نظر » بین دوعدد 
۵ ۶ ۱/۴ 


قرار دارد. "وا از کارباز نایستاد وباجستجو به سراغ رقم سدگان این 
عدد رفت . او به ایسن نتیجه رسید که طول مسورد نظرش بین دوعدد 
۱ ر ۱/۳۲ واقع است. 


هرچه که ۱و۱ ؛ به‌همین ترتیب جلوتر وجلوتر رفت؛ بیشتر متقاعد 


۳۱۰ بازی با پینهایت 


شد که نمی‌تواند عددی را پیداکند که توان دوم آن برابر ۲ باشد. ولی 
و۱ اطمینان داشت که: «چنین عددی وجوددارد؛ ضلع مربع بزر گتر » 
يك چیز کاملا" واقعی است ومی‌توان آترا ساعت !4 

نتیجه گیری ادا کاملا" درست بود: عددگویایی وجودندارد که 
مجذور آن برابر با ۲ باشد. ادا ثابت کرد که این عدد درست نیستء 
زیرا او کشف کرد؛ که چنین عددی باید بین ۱ و ۲ باشد؛ وبین ۱ و ۲ 
هم» هیچ عدد درستی وجود ندارد. تنها این می‌ماند که کسرهای بین 
۱ و ۲ را حستجو کنیم. 

ابندا باید این کسررا تاحدامکان ساده کرد؛ تا جایی که به یسك 
کسرساده نشدنی برسیم . دراینصورت روشن است که مخر ج چنین کسری 
نمی‌تواند برابر۱ باشده زیرا مثلا" کسر؟ به معنای عدد درست ۳ است‌و 
ین ۱ و ۲ هم عدد درستی وجود ندارد. اگر کسری را نعوان ساده‌ کرد: 


مربع آنرا هم نمي‌توان ساده کرد: زیرا مثلطگً داریم: 


۱۵ ۵ 
۱۴ ۱۳ ۴ 


وکسر ت راهم نمی‌توان ساده کرد: زیرا 
1 
۷ 22 ۱۴ و 2۳۵ ۱۵ 


به زبان دیگر.دو عدد ۱۵ و ۰۱۴ هیچ عامل اول مشترکی ندارند. وقتی 
که هر کدام از این عددها را درخودش ضرب کنيم» باز هم نمی تواندعامل 


اول مشتر کی بین آنها پیدا شود: 


قالب سازنده ۱۳۱ 


۵ شا ۲ ب نع 
/۰(۳+-<-۱ 
وینابراین؛ هیچ گفتگویی از ساده شدن‌آن نمی‌شود کرد. ولی» وقتی که 
يك کسر نه فابل ساده شدن باشد و نه مخرجی بر ابر ۱ داشته باشدء 
نمی‌تواند برابر با ۲ باشد. 
کوششی که‌اوا کرد چیزی جز اين نبود که‌با پیدا کردن‌رقمهای 
دهدهی عدد ۰۷۲ مرتب فاصله‌ای را که شامل این عدد است. تنگتر می- 
کرد. دردستگاه عدد شماری دهدهی» هرعددی که بین او ۲ واقع باشد 


هميشه با 

۱/۳۰۰ 
آغاز می‌شود. بنابراین» عدد ۱ را می‌توان نخستین نقریب عدد ب/|دانست. 
ولی» از آنیجا که می‌دا لیم لین عدد پین یل و ۱/۵ قرار گرفته‌است» 
می‌توانیم بازهم يك رقم دیگر از بسط دهدهی آنرا بتویسیم: 

۱/۳۰۰۰ 


و این تقریب بمتری از عدد ب/| را می‌دهد. وقتی که می‌دانیم» ایسن 
عدد بین ۱/۴۱ و ۱/۴۲واقع است ‏ می‌توانیم رقم بعدی بسط دهدهی 


آنرا شم بو وج 1 


۱/۴۰۰ 
حالا بایدفاصله بين ۰۱ و ۱/۴۲ را به قسمتهایی که شامل رقم‌دزارم 
باشد» تض‌یم کنیم و معلوم کنیم که از عددهای 


۳۱۳ بازی با بینها یت 


۵ ر ۰۱/۴۱۳ ۱/۴۱۳ ۱/۴۱۲۱ ۰۱/۴۱۱۰ ۱۲۴۱۰ 
۸ ۱ ۱/۴۱۷ ۱/۴۱۶۰ 

کداميك‌دارای این ویژگی هستند که مجذور آن از ۲ کوچکتر ومجذور 
عدد بعدی‌آن از ۲ بزرگتر باشد. این‌دو عدد «فلافی» را تشکیل می‌دهند 
که عدد ۷ در درون آن قرار گرفته است وضمناً طول آن برایر است 
با يك هزارم. به این ترتیب؛ رقم هزارم هم در بسط دهدهی عدد |؛ 
بدست می‌آید. 

البتهی يك روش مکانیکی عم برای محاسبه رقمیای دهدهی عدد 
۷ وجود دارد : ولی‌عوبی روش ما دراینست که بهتدریح؛ فاصله‌ای را 
کد عدد ب/ در آن قرار دارد؛ تنگتر می‌کذیم. 

این روش رانا هر کجا که بخواهیم مي‌توان ادامه داد وپشت‌سر 
هم تفرییم‌ای‌بمتری» برای بیان عدد ۲)| پیداکرد. و ما می‌دانيم که این 
عمل هرگز تمام ذمی‌شود وهرگزبه يك کسر 
۲ نمی‌تواند عددی گوبا باشد. ولی» با این روش می‌توائیم مقدار 
این عدد را: با پیدا کردن تقریببای ببقر» هرچه دقیقتر و قابل عمل‌تر 
پیش خود مجسم کنیم؛ و اين طول ضلع مربعی است که مساحت آن 


دو برایر مساحت استخرماست. 


بخص نمی‌رسیم» زیر اعدد 


یه قبثاغورث 
از طریق قضیة معروف قیثاغورث هم می‌توان با عدد ۲/ آشنا 
شد . مثلث قائم‌الز اویه‌ای رسم می کنیم که هر کدام از ضلعای پملوی 
زاویة قائمه آن» برایر با واحد باشد؛ و سپس روی هر کدام ازضلعهای 


آن» مربعی می‌سازپم : 


قالب ساز نده ۳۱ 


اگر درهر کدام از مربعپای کوچکتر یکی ازقطرهاء و در مربع بزرگتر» 
دو قطر را رسم کنیم» مخلشهای مجاذری پیدا می‌شود که دو به دوباهم 
پرایر ند: 


دو مربع کوچکتر » رویهم شامل ۴ مثلث‌اند ومربع بزرگترهي 
از همین ۴ مثلث درست شده است. بنابراین» مجمو ع‌مساحتهای‌دومر بع 
کوچکتر با مساحت مربع بزرگتر؛ برابر می‌شود. از آنجا که مساحت 
مربع» پامجتور کردن ضلع آن بدست می‌آید» می‌توانيم بگوييم که 
مجموع دو مربعی که روی ضلعهای پسلوی ژاویة قائمه ساخته شده‌اند؛ 
یامجمو عمجذو رهای‌د و ضلع پلوی زاویذ قائمه برابراست بامجذورو تر. 
( این حکم نه تنها برای ایسن مثلت» بلکه بسرای هرمغلث قائم‌الزاویة 


دلخواهی دزست است. منتمبی اثبات آن درحالت کلی » کمی بمچیده‌تر 


۳۴ پازی با بینهایت 


است.) مجموع مجذورهای دوضلع پپلوی زاوية قائمه برابر است با 
۱۳۱۲۱ 

واين باید برار با مجدوروتر باشد » یمنی طول وثر برابر است بسا ۰۲ 

می‌توان ثابت کرد که به جای عمل با عددهای گنک می‌شوداز 
از مقادیر تقریبی آنما استفاده کرد. مقادیر تقریبی» عددهایی گویاهستند 
و برای آنها همان قانونهای قبلی محاسبه قابل اجراست. و در این 
حالت» نامتناهی؛ قانونی راکه‌درحالت متناهی‌درست است» رد نمی کند. 

حالا می‌توانیم‌به مسأأله‌ای‌توجه کتوم که پیش از این نمی‌توانستیم 
به‌آن پاسخ دمیم: آیا هميشه می‌توان طول ضلع مربسع یاطول ضلعهای 
مثلث قاثم الزاویه را؛ برحسب سانتیمتر و قسمتمای کوچکتر سانعیه‌تر 
بیان کرد؟ به این پرسش باید پاسخ داد: نه‌هميشه» زبرا: پاره حطیایی 
وجود دارد که نمی توان طول آنما راء حتی با هیچ جزئی از سانتیمتر؛ 
اندازه گرفت. وقتی که مثلا" سانتیمتر ۳۱ بار بر يك پاره خط قرار 
گیرد: طول این پاره خط برابر بالگ سانتیمتر می‌شود. ولی؛ ما به این 
نتیجه ر سید پم که اگرمرضلع پهلوی زاویه قائمه درمجلث قائم الزاویه‌ای» 
برابر با ۱ سانتیمتر باشد» طولوتر آن برحسب سانتیمتر » نمی تواند به 
وسیلة يك عددگویابیان شود ( باید توجه کرد که گفتکّو برسراندازی 
گیری: اين طول برحسب واحد انتخابی ماست؛ ولی عدد | هم متناظر 
با طول معیتی است و می‌توان آنرا به‌عنوان واحد طول انتخاب کرد؛ 
در چنین صورتی» این پاره خط هم قابل اندازه گیری خواعد بود) 

ما توانستیم نشان بدهیم که با استفاده از مقادبر تقریبی گویا» 
با همان دقت فوق‌العاده‌ای که در مثال مربوط به شکلات: بسه نتیجد 


رسیدیم: دراینجا هم‌قانونمهای‌مر بوط به محاسید مساحت» وحجم به قوت 


قا لب ساز نده ۳1۱۵ 


خود باقی هستند. 

وقتی که‌در بار ةمعادله‌های در جد دوم صحیت می کر دیم» این‌معادله 
برایمان غیر قابل حل باقی ماند: 

)- ۳( 2۲ 

حالا می توانیم این معادله را هم حل‌کنيم. از آنجا که با عددهای‌منفی 
هم سرو کارداریم وضمناً می‌دانیم که‌توان دوم يك عدد» چه مثبت‌باشد 
وچه منفی؛ يك‌عدد مثبت می‌شود» می‌توانیم هم 4-۷۷ ددم ۲ را به 
عنوان عددی در نظر بگیریم که توان دوم آن برابر با ۲ باشد. به‌ایین 


تر تیب داریم: 
۳ با 1۲ 


که اگرازدو طرف تساوی عدد۳ داکم کنیم» دوجواب بدست‌می آوریم : 


۲۲ سر یا ۲ب و 


عددهای منفی: دشواری‌تاژه‌ای به‌وجود مي‌آورند. اگر بخواهیم این معادله 
را حل کنیم: 


س ت یر 


معلوم نیست که از چه جمتی باید به آن نزديك شویم» زیرا چه مجذور 
۳ وچه مجذور ۰-۳ برابر با +٩‏ می‌شود. ما عددی را نمی‌شناسيم 
که مجذور آن‌برابر با ٩‏ باشد. واینچیزی‌است که‌ما بازهم» دربارة آن 
گفتگو خواهیم کرد. 


قوت مجموعة عددهای حقیقی 


۳۱۶ بازی با بیتهایت 


به وجود عددهای‌گنگ؛ از آنجا پی‌بردیم که روی محورعددها» 
رخنه‌عا وشکافمایی کشف کردیم؛ جاهای خالی را پیدا کردیم که‌نقطه‌های 
آنا. متناظر با هیچکدام از عددهایی که می‌شناعتيم» نبود. عسددهای 
گویا وعددهای گنگ را رویمم» عددهای حقبقی می‌نامند روما هم| کنون 
به عددهایی برخوردیم که از حقیقی بودن؛ به دور بودند)؛و اینها دیگر 
تمام محور عددها را پرمی کنند. درواقع: اگر نقطه‌ای روی محورعددها 
انتخاب کنیم؛ این نقطه: بین دو عدد درست کاملا" معين قرار می گیرد» 
بعدبین دو فسمت کاملا" معین دهگانها : سپس بین دوقست کاملاممین 
سدگانما واقع می‌شود وغیره» درست به همان ترتیب که شا گرد من اوا 
در مورد عدد ۳۷| > جستجو کرد. بسد این ترتیب: رقمپای بسط دهدهی 
آن» پشت سرهم بدست می‌آید. اگر این بسطء جایی به‌پایان رسید(یعنی 
نقطه بريك‌مقدار درست» يا بر یکی ازدهگانما؛ یا سد گانبا وغیره منطبق 
شد) و پا بدصورت دوره‌ای در آمد» درایتصورت. نقطّما متناظر با یك 
عدد گویاست. ولی» اگریکی از اب حالتها؛ پیش نیامد؛ در اینصورت» 
این نفطه معرف يك عدد کنگ است. 

مثلا اگر بخواهیم بااین روش به نقطنظیر عدد !۱ بر سیم عددی 
که از «مثال شکلات» با آن آشنا هستیم - معلوم می‌شود که این عددبه 
ترئیب بین ۱ و ٩۲‏ بین ۱/۱ و ۰۱/۲ بین ۱/۱۱ و ۱/۱۲ بین ۱/۱۱۱ 


و ۱/۱۱۲ و غیری قرار گرفته است؛ به ترئیب: تقریسهای 
۰ ۱/۱۶۱/۱۱۱ :۱ 


پشت سرهم در داخل این پاره خطبایی که مرنباً کوتاهتر می‌شوند؛‌قرار 
می‌گیرد (ودقیقاً بر نقطةٌ چپ این پاره خطبا). به عمین متاسبت» این 


قا لب ساز تده ۳۱۷ 


عددها به ترئیب» تقریب‌بم‌تری از عدد ؟۱ را بدست می‌دهند و دائماً به 
آن نزدیکتر می‌شوند. روشن است که اپنما» يك بسط دوره‌ای را تشکیل 
داده‌اند» زیرا عدد ۱2 » يك عدد گویاست. 

آیا تعداد عددهای گنگ روی محور عددها» زیاداست؟ 

پاوجودی که ماء به صورت نوعی تصادف با اینگونه عددها 
برعورد کردیم» روشن است که تعداد آنها خیلی زیاد است. گاعی 
این احساس به‌وجود می‌آید که در بسط دهدهی به تصادف و اتفاق» 
ممکن است به حالت دوره‌ای برسیم. ولی» گاعی هم به نظر می‌رسد که 
ممکن است این احساس» گول زننده باشد. به‌باد بياوريم که ما گمان 
می کردیم» تعداد عددهای گوبا بیشتر از تعداد عددهای طبیعی است. در 
حالیکه در عمل معلوم شد که همه عددهای گویا را می‌توان به صورت 
يك دنباله» ردیف کرد به نحوی که هرعدد گویاء» بدون استشنا؛ معناظر 
با يك عدد طبیعی باشد: جمله اول این دنباله معناظر با ٩‏ ۰ جملة دوم 
آن متناظر با ۲ وغیره. اگر بخواهیم همین عمل را بسا عددهای گنگ 
بکنیم» چه پیش می‌آید؟ 

ابتدا مجموعة عددهای گویا و گنگ» یعنی مجموعه عددمای 
حقیقی را در نظر می‌گیر یم عددها را پعشکل دهدمی آنرا در نظر می- 
گيریم. ضمتاء خود را به عددهای بین * و ۱: یعنی عددهایی که مقدار 
درست آنا ۰ است؛ محدود می‌کنیم؛ وینابراین لزومی ندارد به مقدار 
درست‌آنها توجه کنیم . خواهيم دید که حتی این جزء ازمجموعهعددهای 
حفیقی» قوتی‌بیشتر از قوت مجموعه عددهای طبیعی دارد. نمی‌شود:همة 
عددهای حقیقی بین * و ۱ را؛ بدون اینکه حتی یکی از آنمها به حساب 
نیاید» به صورت يك دنباله نوشت. 


۳۱۸ بازی با پینها بت 
فرض می‌کنیم که کسی ادعا کند که حق با مائیست واوتوانسته 
است مثالی پیدا کند که نظر ما را رد می‌کند. بدین معنی که حریف ما: 
دنباله‌ای از عددهای حقیقی بارقم درست صفرء تشکیل داده باشد وضمناً 
تأ کید کند که حتی بکی ازعددها هم خارج از اين دنباله نیستند.حتی 
بالاتراز اين» حریف‌ما» اين دنباله را روی کاغذ بیاورد. روشن است که 
اوباید برای نوشتن هر عدد؛ قانونی را درنظر بگیرد وتعدادی ازرقمهای 
آنرابنویسد؛ منتمی؛ این فانون اجازه بدهد که هروقت لازم باشدءبتوان 
رقمپای عدد را تا هرجای دلخواه ادامه داد. يك عدد گنگ را تنها به 
همین‌تر لیب می توآنمعین کرد» زیرا عددگنگ: به‌صورت يك کسرنامتناهی 
دهدمی درمی‌آید. دنباله ممکن است؛ مثلا" به این ترتیب؛ آغساز شده 
باشد: 
عدد نخست ۱ 
عدد درم ۱۱۲ 


عذد سوم ۱۳۱۱۳۱۱۱۳۱۱۱۱۳۰۰ 


ویخواهند ما را قانع کنند که این عددها را می‌توان به نحوی؛ و طبق 
قانونی» طوری ادامه داد که عر عدد حقیقی؛ دیر یا ژود؛ در آن پیداشود 
وهیچ عدد حثیقی» بیرون از آن باقی نماند. 

قانون نوشتن این دنبالهً عددها هرچه باشد. می‌توان ثابت کرد 
که دست کم يك عدد حقیقی وجود دارد که با مقدار درست ۰ آغازشده 
است و در این دنباله جانگرفته است. 

ایتداء هم عددهایی راء کسه در این دنباله به صورت کسرهای 


دهدعی متناهی نوشته شده‌اند: به شکل نایتتاهی خود تبدیسل م ی کتیم . 


قا لب ساز نده ۳۹ 


برای این منظور می‌توان به‌تعداد نامتناهی * را به دنبال آن قرار داد. 


در اینصورت داریم: 


عدد نخست بو ۵و۵ ۱۵و 
عدد دوم ات 
عدد سوم ۲ 7-< 


وحالاء طرح عمل خود را می‌ريزيم. روشن است که مقدار درست عددما؛ 


برابر است با 


9/۰۰۰ 


به جای یکدهم ( رفم اول بعد ازممیز) چه رقمی بگذاریم؟ به‌عد دنخست 
در دنباله‌ای که تشکیل داده‌ايي نگاه کنیم وببینیم که در جای یکدهم 
آن» چه رقمی وجود دارد؛ آنرا بدرقم دیگری (غیراز * و )٩‏ تغییرمی- 
دهیم وبه جای رقم یکدهم؛ در عددی که می‌خواهيم درست کنیم» می- 
گذاریم. در مثال‌ما؛ رقم اول بعد از ممیز در عدد نخست برابر است با 
۱ 4 مابه جای آن درعدد مورد نظر ود رقم ۲ را می‌گذاریم 
(می‌توانستیم در اینجا ویا درهر مورد بعدی» یکی از رقمبای۰۳ ۰۴ ۰۵ 
۷۶ با ۸ رابگذاریم) , اگره مثل در جای رقم بعد از ممیز در عدد 
نخست» رقمی به جز ۱ قسرار داشت؛ ما در عدد خود. همان ۱ را قسرار 
می‌دادیم (به این ترتیب:در هرمورد؛ رقم ۱ را ببه یکی‌ازرقمهای ۰۳۰۲ 
۰ ۸وبرعکس» هر کدام از رقمهای اخیر را به‌رقم ۱ تبدیل می‌کنیم). 
بنابراین؛ عدد مورد نظر ما به‌این صورت درمیآید: 


۳۳۰ بازکبا بینهایت 


۱/۱۱۰۰ 
برای اينکه رقم دوم‌بعد از ممیز (رقم یکصدمما) را معین کنیم» بهرقمی 
که در همین مکان: در عدد دوم ما قرار گرفته است؛ نگاه می‌کنیم: باز 
مم عددی غیر از آن به‌جز » و ٩‏ »را انتخاب می‌کنيم. برای سهولت 
کار تذها از رقمهای ۱ و ۲ استفاده م ی کنيم . در جای یکصدمها » در 
عدد دوم دنباله ما رقم ۰ قرار دارد (و نه ۱)؛ بنابراین» در عدد مورد 
نظر خود به جاي یکصدمها: رقم ۱ را می‌گذاریم (اکسر در عدد دوم 
دنباله» در این مکان» رقم ۱ وجود داشت» ما در عدد مسورد نظر نود 
رقم ۲ را می‌گذاشتیم). بتابراین» عدد ما به اینصورت درمی‌آید: 
7,0۰" 
رقمهای پعدی را هی به همین ترتیب مي‌سازيم. به جای رقم سوم بعد 
از ممیز» ۲ را می‌گذاریم؛ زیرا در هدد سوم در جای یکزارمها» رقم 
۱ قرار دارد. به این ترتیب» عددما» در بیان دهدعی خوده تاسه رقم 
بعلد از ممیر ‏ چنین می‌شود: 
۳۱۱۲۰۰ 

ودیگر هر کس می‌تواند» رقمم‌ای بعد ی آنرا تاهرجاکه بخواهد پنویسد. 
اگر‌عددهای دنبالة ماءطبق قانونی یکی پس‌ازدبگری؛نوشته شده‌باشد؛ 
مثلا" می‌توانیم بدون عیچ اشکانی رقمهای این عدد مورد نظر را هم» 
پشت سر هم بنویسیم. 

بد اين ترتیب؛ عددی بدست می‌آوریم که به‌صورت کسردهدهی 
نامتناعی است وبا مقدار درست برابر * : آغاز شده است؛ این عدد؛ 


بدون تردید» در دنیاله‌ای که از عددهای حقیقی درست شده بود؛ وجود 


قالب ساز نده ۱۳۱۳۱ 


ندارد: این عدد باعدد نخست دنباله فرق دارد؛‌زیرا دست کم» رقماول 
بعد از ممیز در آنها؛ با یکدیگر متفاوت است؛ همچنین این عدد باعدد 
دوم دنبالدهم متقاوت است؛ زیرا دست کم دررقم دوم بعد ازممیز باهم 
فرق دارند و شیره. در نتیجه ایسن عدد با ه رکدام از عددهای دنبالة 
مقروضء دست کم به شاطر یکی از رقسباء» متفاوت است. 

واینمم تمی‌شود که‌این غدد از لحاظ شکل؛ باهر کدام از عد دهای‌دنباله 
متفاوت باشد ولی از لحاظ مقدان بایکی از آنها برابر باشد. تنبا 
موردی که می‌توال يك عدد را به دوشکل مختلف نسوشت» وقتی است 
کهدرعددی‌ازجای معینی به بعد؛‌تنها صفرء ویا تضها ٩+تکرار‏ شده باشده 
وما می‌دانیم که عدد ماء تنبا از رقمهای ۱ و ۲ درست شده است. 

به اين ترتیب؛ بة محض اینکه راهی پیدا کنیم‌تا عددهای حقیقی 
را در دنبالهة واحدی ردیف کنیم» یعنی» عددهای حقیقی را در تناظريك 
به يك با عددهای طبیعی ۱ ... قرار دهیم بلاقاصله ؛ معلوم 
می‌شود عددی وجود دارد که در خارج این دثباله قرار گرفته است. 
بنابراین؛ قوت مجموعاعددهای حقیقی بالاثر ازقوت مجموعة عددهای 
طبیعی است. وروشن است که اگر خود را در دایر؛ عددهای حقیقی با 
مقدار درسته محدود نکنیم » بدون تردید این حکم درستی شود را از 
دست نمی‌دهد. 

ماء در اینجاء مجموع عددهای گویا و گنگ راء با هم در نظر 
گرفتیم. در مورد عددهای گویا » می‌دانیم که آنپا يك مجموعة شمارا 
تشکیل می‌دهند» یعنی آنبا را می‌توان در يك دنباله» ردیف کرد. اگر 
موق می‌شدیم که‌عددهای گنگ را هم دريك دنباله ردیف کنیم آنوقت 
به سادگی می‌توانستیم با انتخاب متوالی يك عضو ازهر دنباله؛ این دو 


۳۳۳ بازی با پیتها یت 


دنباله راء ب‌صورت يك دنبالة واحد در آوریم. همانطور که دو دثبالة 


عددهای مثبت وعددهای منفی: 


و۴ ۱۰۱۲۰۱۳۱ 
وه و روا را 
را می‌توان در يك دنبالة واحد جاداد ومثلا به اینصورت‌نوشت: 
و و و رم و رم ۲ ات وا 


یکی کردن دودنبالة عددهای گویا وعددهای گنگ» همان دنباله عددهای 
حقیقی می‌شودکه‌ما هم اکنون » عدم وجود آنرا ثابت کردیم. پنابراین» 
عددهای گنگ را مه نمی‌شود در دنباله‌ای ردیف کرد که شامل همهاین 
عددها باشد ودرنتیجد مجموعة عددهای نگ هم مجموعه‌ای شمارا 
نیست» قوت مجموعهة عددهای گنک بیشتر از قوت مجموع عددهای 
گویاست. 

به این ترتیب» داخل کردن عددهای گنک به معنای سادةپر کردن 
بعضی شکافمها درمجموعة فشرده عددهای گوبانیست: پرعکس: عسددهای 
گنگده روی محور عددها» به صورت پیوسته. پراکنده‌اند» وعددهای 
گویاه با همه تراکمی که‌دارند؛درمیان مجموعهمة عددها» آنقدرهاهم 
فراو ال‌نیستند. این وضع را می‌نوان بااتر حیالی مقایسه کرد که زمانی 
تصور می‌کردند باید همه جاعای خالی را در جو زمین پرکرده باشد؛ در 
اپنصورت می‌شد گفت که ملکولمهای هواء که در همه جا حاضر هستند؛ 


تنها در اتر «پاشیده» شده‌اند. 


قاب ساز ده ۳۳۳ 


۳ سمنحنیهای حرازتی»» هموار می‌شوند 


برای اينکه بدهی خودم را به بخش قبلی بپردازم» باید به تنها 
واحدی که در رس مثلث پاسکال قرار دادم» بر گردم: 


ما به موقع خوده کشف کردیم که با آغاز از سطر دوم مجمو ع عددهایی 


که در هر سطر قرار دارد؛ به ترئیب برایر است با 


کر ۷ 
اکربخواهیم عدد ۱ را؛ که پیش از همدّاینبا ودربالای مثلث قراردارد» 


به این ر دیف اضافه کنیم؛ناچار باید مقدار ۷۴ رابرا ی آن در نظر بگيريم. 
ولی ما تا حال معنایی برای ۲۶ نمی‌شناسیم؛ ودر واقسم» مسگرمی‌شود 
تعداد عددهای ۲ را که در هم ضرب می‌شود براپر * گرفت! بله. ماتا 
اینجا به موردی برشورد نکردیم که لازء باشد بة چنین عددی : معثایی 
بدهیم , 

دوباره» به مفیوم توان برمی گردیم. ضرب دو توان از يك عدد 
را به یاد بياوريي روش کار خیلی ساده بود: کافی است که نماها رابا 
هم جمع کنیم, «شا2 


۲۴و و ۳۳۳۲۳ ۳۲ ۲ ۴ ۳۴ > ۳۲ 


۳۳۴ یازی با بینها بت 


در مورد عمل دیگر» یعنی تقسیم دم » کار به همین سادگی بود البته 


به شرطی که باز هم با دوتوان از يك عدد سرو کار داشته باشیم: 


۹ ۳ 
اگوی ۳ 
اگر صورت ومخرح را به ۳۳ ساده کنیم» بدست می‌آید: 


۳/۷۹۴ 
م۳ 


و بتابراین 


۶ 


۲و۴ و ۳ آب 


یعئی؛ برای تقسیم هم مي‌توان نماها را از مهم کم کرد. بالاشره 
۳۳۳۰ ۳ ۳ ۱4 ۳ ۱6 ۳ کر ۳ تست ۳ کا ۳۲ ک< ۳ کر ۳ گ(۳۲) 
۴ ۸-2 و ۳ -< 

یعتی؛ اگر بخواعیم توانی را به توان جدیدی برسانیم » کافی است به 


طور ساده: نماها را در هم ضرب کنیم. 
جده لهای لعاریتم 


با آغاز این نقطه» جدولی برای‌توانهای بسك عدد تشکیل می‌دهيم. 
به عنوان پایه مثلا" عدد ۲ را در نظر می‌گیریم. تسوانهای پشت سرحم 


عدد ۲ به سادگی بدست می‌آید: 


قا لب ساز نده ۳۳۵ 


۸۰ ۲۲ ۱۱۰ 
۲۵۶۰ ۲۰ ۷۱۹۴۰ 
اس ۲ برح ۲ 
۰ 2 ۲۱ ۲۴-۶ 
۸۰ 2 ۲۱۱ شوت 
۲۱۶ ,۶ ۲ 


اگر بخواهیم دوتا از عددهای این جدول را در هم ضرب کنیم» 


به سادگی می‌توانیم نتیجه را از جدول بدست آوریم. مثلا ضرب 


۶۴ ۶ ۲ 


را در نقاز می گيريم: هر دوعدد در جدول وجود دارند ونماهای متناظر 
آنها به ترتیب برابر ۶و۵ است» این دو نما را باهم جمع می کنیم- که 
عملی ساده‌تراز ضرب‌است به‌عدد ۱۱ مي‌رسيم. حالاء کافی است بدسطر 
یازدهم جدول مر اجعه کنیم - که وان یاز دهم را داده است ‏ و نتیجه 


را پبیدیم» 


۳۰۳۸ 

حالاء فرض کنیم که بخواهیم توان دوم۳۲راپردا کنیم. ۳۲-۰۵ »یعئی 
نمای متناظر آن برایر ابت با ۵:آثرا در ۲ ضرب می‌کنيم» به عدده۱ 
می‌رسیم » و در مطر دهم جدول» نتیجه را می‌خوانیم 

روشن است کهاین کار راءبچه‌های کوچك‌هم می توانندانجام‌دهند. 
تنها تأسف در اینجاست که همه عددها در جدول پیدا نمی‌شود . چقدر 
خوب است که بتوانیم مفبوم توان را طوری تعمیم بدهيم که همه 
عددها رو مثلا" عدد ۳) را بتوان به صورت ثواني از عدد ۲ نوشت. 


۲۲۶ بازی با بینها یت 


ترش‌مفهوم وان 
به همین مناسیت» کوشش می‌کنیم: دردگاه نازه‌ای نسیت به عمل « بسه 
توان رساندن» پیدا کنیم.ما به‌دتبال نمائی می‌رویم که اگر عددمفروض 
۲را به توان‌آن برسانیم» نعیجه عمل» مثلا برابر با ۳ بشود. چنین‌عملی 
راه لگاریتم گرفتن و نتیجة آنسرا - اگر وجود داشته ب‌اشد - لگاریتم 
گریند. 

عمل با کسرعا ثاراحتتر است ؛ و در جدول‌با هم کسری وجود 
ندارد. کوچکترین‌توان عدد۲» یعنی‌نخستین توان آن» برایر است با ۲ 
واحد درست. برای اینکه عمل به توان رساندن را؛ گسترش دهیم ؛ باید 
به این نکته مم توجه کنیم که برای بدست آوردن يك عدد بزر گتر» 


باید ازتوان‌بزر گر ۲ »استفاده کنیم . بنایر این » رقتی که بخواهیم کسرهای 


قا لب ساز نده ۳۳۷ 


کوچکتر از واحد راء به صورت توانی از ۰۲ در نظر بگيريم باید بسه 
سراغ نماهای کوچکتر از و احد برویم. 

اگر بخواهیم. در گام نخست. ببه عدد‌های درست پپردازيم»باید 
تکلیف این توانها را روشن کنیم: 


وقتی که می‌خواهيم مفهوم يك عمل را در ریاضیات: گسترش دهیم و 
به صورت عامتری در آوریم : باید به این نک بسیار مهم توجه کنیم 
که فانونم‌ای قبلی شمار درستی‌خود را ازدست ندهند. هر گر نباپدهدف 
اصلی خود را فراموش کنیم : ما می‌خواهیم قانونهایی را که در مورد 
عذدهای قبلی جاری بود؛ دریارة عددهای جدید عم به کار ببریم. 

درضمن» به این مطلب توجه می‌کنیم که اگر توان مفروضی از 
۲ را در "۲ ضرب کنیم؛ خود همان عدد بدست می‌آید. زیرا؛ اگسر * را 
به نمای آن اضافه کنیم: هیچ تغییری درآن حاصل نمی‌شود. 

بنابراین» ۲ را باید طوری تعریف کرد که ضرب در"۲ مقدار 
عدد را تغییر ندهد. تنما عددی که این عاصیت را دارد؛ عدد ۱ است. 
درئتیجه ۲ «و با عمین استدلال نوان صفر هرعدد دلخواه دیگ) باید 


به این ترتیب تعریف شود: 


۲ << 


که با اين تعریتف؛ضمناً مثاث پاسکال عم: از فانون تنظیم خود؛ خارج 
نمی‌شود. 
برای تعریف ۰۲۳۲ باید توجه کرد که 


0 ۳۳۸ 


۲۱ ۲۱۲۱ 
و اگر در تساو 
۲۱۲۲۱ 
دو طرف را بر عامل ۲۲ تقسیم کنيم: بدست می‌آید: 


[ ی 
سست سح 1 
۲ 


به همین ترتیب؛ از شرط 
( ۲ )۲۲ ۲ ۷ > ۲۲ 


نتیجه می‌شود 


واز شرط 
و ۳ ۲۲۲۳ ۲ ۲ ۲ر ۷۲ 


باید بپذيريم که 


وغیره. 

بنایراین:ا گر بخواهیم به‌قا نونم‌ای‌شمار احتر امبگذاریم: بایدتوانهای 
منفی را به‌معنای نسبت عدد ۱ به توان مثبت متناظر آن بگيريم. 

می بینرد که جدول ما: از طرف بالا. گسترش پیدا می‌کند وشامل 


قا لساز نده ۱ ۳۳۹ 


کسرهای کوچکتر از واحد هم می‌شود: 


۱ 
ی 


۰ سد ۱:۴ سد 


۷۰ ۲۹ 
۷ !۲ 
۴۰ <؟۲ 


وسیلهُ خوبی پیدا کردیم. تا بتوانیم به پباری آن؛ پساکسر‌هایا ‏ 
۰ ویا با کسرهای دعدهی 2 ۰ ۰,۵« ۰,۱۹۵« 3 ۰ کا رکنیم, 

پاو جود این: منوزجا افتادگیهای زیادی‌بین عددهای جداگانه این 
جدول وجود دارد ومثلا بین دوعدد ۲۲-۲ و ۷-۴ اگر بخواهیم: 
عددی راکه‌بین ۲و۴ قرار دارد (مثل ۳ با ۲/۷): به صورت توانی از ۲ 
پذویسیم: ناچار باید از نماهایی استفاده کنیم که بین ۱ و ۲ واقع‌اند 
(مثل <۱) .چون .؟ ۱ بتابراین: باید تعریفی برای توان پا نمای." و 
پایة ۲ وپا به طور کلی : برای هر نمای کسری: پیدا کنیم . 


این تعریف را از آنجا بدست می‌آوریم که قائون به‌توان رساندن 


۳۳۰ بازی با پینهایت 


يك توان را همچنان قبول داشته باشیم. در ایتصورت» روشن است که 
باید داشته باشیم : 


7 0 گِ11 ؟ِ( 


۳ 
۲ تنها می‌تواند برابر عددی باشد که از مجذور آن عدد 


بنابراین» 
۳ بدست آید. این عدد» همان ۷ است. در نتیجه » بدست می‌آید : 


۳ 
۲۳ ۷ ۲ ۸ 

اگر م/ را نا يك رقم بعد از ممیز پیدا کنیم» به عدد ۲/۸ می‌رسیم» 

وچون 


۳ 
۵ ۳:۲ سس 
/ ۲ 
وچون محاسب با نماهایی که به صورت دهدهی‌نوشته شده باشندء ساده‌تر 
است ؛ بین دو عدد (۲ و ۷۳ از جدول خود می‌توانيم عدد تسازه‌ای 


قرار دهیم : 


مشکل ما عمچنان باقی است و هتوز نمی‌توانیم عدد ۳ را به صورت 
توانی از عدد ۲ نشان دهیم اگر چه ۳/۸: تساحد زیادی به ۳ نسزديك 


است . می‌توان ثابت کرد که نمی‌توان عدد ۳ را به صورت 


قالب ساز نده ۳۳۱ 


توانیاز ۲) که نمای آن يك کسر باشد؛ نشان داد» ولی ؛ می‌توان عدد۴ 
رابه تقریب ء و باهر دقتی که لازم باشدء با چنین نمائی» مشخص 
کرد. و به کمك این تقریسباست که می‌توان توانهای با نمای گنگگ را 
تعریف کرد. 

همه آنچه را که گفتیی می‌تواند به عنوان آغازی اساسی برای 
تشکیل جدولمای لگاریتم باشد. وجدولمای قدیمی لکاریتم هم درواقع 
به همین تسرتیب» درست شده‌اند. جدولهایی را که ما می‌شناسیم و در 
تمرینهای مدرسه‌ای مورد استفاده قرارمی‌دهیم» با پایة ۱ درست‌شده‌اند 
ر در این جدولپا: پایه را نمی‌نویسند وتنها نماها را ذکر می‌کنند). به 
خاطر بازی با انگشتان باید قربانی بيشتری‌بدهيم. بین توانهای عدد 
۰ (یعنی بین عددهای ۱۰ ۰۱۰۰ ۱۰۰۰ وغیره)» نسبت به توانهای 
عدد۲» جاهای‌خالی خیلی بیشتری و جوددارد وبایدنیروی بیشتری صرف 
کرد تا این شکافمهای عمیقء پرشود. 

بسیاری از جدو لم‌ای‌لگاریتمءشامل لگاریتسهای طبیعی هستند» که 
در آنما؛ پا عددها را 6 به حساب آورده‌اند. این 6» عدد گنگی است 
که رقسپای نخست آن ۰ است.ولی ؛ چرا» به صوص این عدد 
راءبه‌عنوان مبئای لگاریعم طبیعی گرفتداند؟ این موضوع راء به‌طریقه‌های 
گوناگون» می‌توان روشن کرد و من؛ به نتلرشودم ساده‌تریسن آنها را 
می‌آورم. 

عدد ۰۱۶ به هیچوجه ساده ترین مبتا برای جدولمای لگاریتمی 
نیست» حتی خیلی بپتر است که مبنا را عددی کوچکتر از ۲ بگیریم 1 
زیرا در اینصورت جاهای خالی بین تسوانپای درست ایسن مبنا» کمتر 


۳۳۲ بازی با پینها بت 


می‌شود. روشن است که نمی‌شود تاعدد ۱ « پایین آمده. زیرا هرتوانی‌از 
این عدده پرابر است پا واحد. انتخاب عددکوچکتر از واحد هم درست 
نیست» زبرا وقتی يك کسر کوچکتر از واحد را به توان برسانیم»حاصل 
از حود کسر کوچکتر می‌شود: مثلا: 


به‌عتوان آزمایش» مبنای ۱, ادا انتخاب می‌کنیم. در این مورد؛ 
کار از انجهت هم ساده‌تر می‌شود که توانهای ۱۱ راء به کمك مثلث 
پاسکال. می‌شناسیم » تنها بایسد یادمان باشد که ممیزها را فشراموش 


نکنیم . همچنین بدخاطر داشته باشیم که‌توان صقر هرعددی پرابر است‌با۱. 


۱/۱۰ 
۱/۱۵ 
۱/۱۲ ۰ 


۱۱۱۲۲ ۰ 
۱۱۱۳۵ ۰ 


حاصل ایسن توانها» حیلی بسه کندی رشد می‌کند وپیش از آنکه بسه 
پر کردن جاهای خالی یپردازیم» عددهای بسیاری را بین ۱ و ۲ بسدست 
می آوریم. 

روشن است که اگر میتا را باز هم به واحد نزدیکتر بگيريم» 
موقعیت بهتری پیدا م ی کنیم» مثلا » مبنای ۱/۰۰۱ را اعتیار می کتیم 
ر دراینجا عددهای مثلث پاسکال به وسیلة دوصفر از هم جدا می‌شود) : 


قالب ساز نده ۳۳ 


۱/۰۰۱۰ 

۱/۰۰۱ 

امه ۱ 
۱/۰۰۱ 


واین عددهاء به طور بیسابقه‌ای به هم نزدیکند. حاصل این توانها: با 
چنان سرعت کند و لالاپشتی جلو می‌رود؛ که ممکن است این تردید را 
به وجود آورد که آیا ممکن است زمانی به عدد ۲ برسد. ولی می‌توان 
ثایت کرد که حاصل توانهای يك عدد؛ هر قدر هم که یه ۱ نزديك‌باشد» 
ولو خیلی کند و آسسته » به هر حال به سمت بینهایت میل می‌کند. 

در این جدول عیبی نه چندان بزرگ» وجود دارد . به مناسبت 
رشد کند عدده‌ای آن ؛ عددی که خیلی عم بزرگ نباشد. با توان 
بسیار بزرگی متناظر می‌شود مثلا تنها در توان عزارم آن» به عدد۲ 
دسترسی پیدا می‌کنیم . بنابراین؛ به نظر می‌رسد که اگر تماها» هزار 
مرتبه کوچکتر باشد تأثیر مطبو ع‌تری در مسا خواهد داشت. ولی»؛می- 
توان به سادگی این شکل را حل‌کرد: توان هزارم ۱/۶۰۱ را به عنوان 
مبثا انتخاب می‌کنيم . در و اقم 


۱ 1 
۱۹ مهد عوع۱ 
رت ۲۱ << ۱۸/۰۰۹۱ 


۳۳۴ بازی با بینهایت 


سس سسوم سس یواست بت رتم 


وغیره. از اینجا دیده می‌شود که کافی است بسه جای مبنای ۰۱۸۶۶۱ 
مپنای ۱/۶۰۱۲ را انتخاب کنیم که در ایتصورت نماهاء هز ارمرتبه 
پایین می‌آیند. 

اگرمبنای **۱/۰۰۱۱۳رابه‌توان‌برسانیم»می‌تران گام به گام» بافاصله‌مائی 
به‌طول یکمهزارم جلو رفت. با توجه به‌اینکه در شکل دهدهی خودهءداريم 


و۳ ۳ و۲ ِ 2 


۱۰۰۰ وه ۱۰ ۱۰۰ 


وبا توجه به آنچه که قبلا" در مورد توائهای ۱/۰۶۱ و توانهای مبنای 


تازه: دیدیم» بدست می‌آید: 


تس 
ی ( ۱/۰۰۱ ( 


تخرد معع 
0 / ۱/۰۰۱ 
۵/۲ 
3 مد / ۱۸/۰۰۹ ( 


۳ م۱ مهو 
۳ ۱/۰۰۱۰ / وه رو ( 


در اینجا؛ با وجود ی که بین عددها ونماهای متناظر آنها» فاصلهُ 
غیر عادی وجود ندارد تراکم عددها حفظ شده است. 
روشن است که مبناهای 


قا لب ساز ده ۳۳۵ 


ووووووو ووووو ۱ مووه۱ 


را وه ۱/۰۰ و هه و ۱/۰۰۰ 


خحیلی مناسبترند. می‌توان ثابت کرد که این دنباله به سمت عدد گنگی 
میل می‌ کند که با رقمباي ...۲/۷۱۰ آغاز می‌شود. این‌عدد» نقش‌بسیار 
میمی در ریاضیات بدعهده دارد وبه همین مناسبت: پرایآن‌نام خاصی 
انتخاب کرده‌اند: عددم . لگارپتمهایی را که پامبنای 6 ؛ بدست‌آمده 
باشند. لگاریتسهای طبیعی گویند. ومادر واقع؛ باروشی طبیعی وساذی 
دیدیم که اين راحتترین و مناسب‌ترین مینا برای لگاریتم است. 

منحنیهای صاق وهمواز 

به یاری لگاریتم» توانستیم بریدگیهایی را که ناشی از تعریف 
توان بود ‏ پ رکنیم. حالا دیگرء‌توان برای عرئمای دلخوامی؛ معنا دارد 
وناچار نیستیم که برای نماها؛ تنما عددهای طبیعی را درنظر بگیریم . 
پاتوجه به همین مطلب است که می‌توانیم «منحنی حرارتی» تابم نمایی 
را دقیقاً کامل کنیم. ما معادله را می‌شناسیم و کارباآنرا یادگرفته‌ايم. 
بنایراین» می‌توانیم این تابعبا را بسه صورت معادله هم بنویسیم. پایه 
را؛ عدد ۲ می‌گيريم و نمای آنرا متغیر فرض می‌کنیم؛ یعنی این نماه 
عدد معین وثابتی نباشد و در نتیجه آنرا به بر نشان می‌دهيم . مقدار 
تایع هم در بستگی با تفییر می‌کند که ما آنرا با حرف لا مشخص 
می‌کنيم : 

۰ج 

مقادیر > را روی محور افقی » به كمك واحدی که روی شکل می- 


بینید معین می‌کنیم ( روی‌این محور؛ نقطة صفرمشخص شده است ودر 


۳۳۶ بازی بابینهایت 


سمت چپ آن ۰ عددهای متفی قرار دارد). مقادیر و را هم روی حطهای 
قائم و با واحدی انتخابی ( که روی شکل صفحٌ ۲۳۷ مشخص‌شده 


است) جدامی کنیم : 


اگر ور » درایتصورت ۳ ِ س سب ۲ ۲ بت زوا 
اگر ۷-سیر » درایتصورت چ وه 
اکر ۱-صیر » درایتصورت سل با بت ۱ ۲ رو 
۲ "۲ 
اگر ه یر » دراینصورت ۱ ۷٩‏ << ۰۷ 
اکر ٩‏ عه رز » درایتصورت ۲ ع ۲۱ سد ۰۷ 
اگر ۷ سه بر » درایتصورت ۲۲ سس ز» 
اگر ۲ س » درایتصورت ۸ ۷۲ :۷ 


و پناپراین در نقطه های 


۳ ره رل و۲ و 


باید روی قائمم‌ای این نقطه‌ها وبه طرف بالا: به ترتیب مقادیر 


8۸ ۱ ۲ [ ۱ 
۲ و و وت وس وس 
ای ۸ 


را جدا کرد. حالا » می‌توات مقادیر بینابینی را برای ‏ انتخاب کرد 
مثلا" می‌دانیم که 


قاپ ساز ده ۳۳۷ 


۳ 
به همین ترتیب» می‌توان‌برای عر عددهای دیگری هم» بین عددهای‌درست 
در نظر گرفت. مثلاء اگر به يك رقم بعد از ممیز اکتفا کنیم» می‌توان 


بدست آورد: 
برای ۲ ره لاه برایح وان ۱/۴سیر؟ 
برای -ص ‏ ۴زه لا براعت۱عط: ۲۸لا 
برای + - حلا؛ ‏ ۷ره لا برای۲ :۷اه عد له 


بناپراین» می‌توانیم شکل موردنظرمان را کاملتر کنيم به این ترتیب که 
روی قاتمهای نقطه‌های 


۲۳۸ باری‌با بينها بت 


۰/۲۰ ۰/۴ ۰۰/۷ ۲۱/۴۰ ۲/۸۸۱ ۷ 


را به طرف بالا جداکنیم: 


ار 


سس 

۱ (- ۱۱ 53 3 
/ ۲ ۲ 1 
این«منحنی حرارتی»: خیلی کمتر ازه‌نحنی قبلی» درمسیر خودشکستگی 


دارد. هرچد» تعداد نقطه‌های بینابیثی رابیشتر بگیریم و مقدار تابع رابه 


ازای مقادیر گویاو گنگگ بر پیدا کنیم» «منحتی حرارتی»ما بیشترهموار 
می‌شود وبه شکل منحنی صاف ویکنواخت درمیآید. 

اگر به سمت چپ شکل نگاه کنیم می‌بينيم که منحنی بسه طور 
روشنی» به طرف محور افقی میل می‌کند ولی هرگز بسه آن نمی‌رسد. 
در واقع چنان نمابی وجود ندارد که به ازای آن داشته باشیم* سد ۰۲۷ 
در حالیکه روی محور افقی» تنبا نقطه‌هایی قرار دارند که مقدار متداظر 
آنما برای بو » برابر صفر است. 

هذلولی 
همین وضع را می‌توان در بررسی «منحنی حرارتی» تقسیم هم مشاهده 
کرد ما تا کنون» این منحنی را رسم نکرده‌ایم). فرض کنید که مقسوم 
برابر با ۱۲ باشد (۱۲ را ار اینجبت انتخاب کرده‌ايم که مقسوم‌علیه‌های 


قالب ساز نده ۳۳۹ 


زیادی دارج . مقسوم علیه را متغیر می‌گیريم و به ۶ نشان می‌دهیم. 
روشن است که با تغییر > »نتیجة تفسیم» یعنی خارج قسمت هم تغییر 
می‌کند که ما آنرا با و مشخص می‌کنیم. 


۱۳ 
3 
اگر ۱۲-سد)ز,در آنصورت: اس سمل 
اگر وت » درآنصورت. ادج جوز 
اگر دس یز » د رآتصورت» ۳ ۳ 
۴ 
اگر سر ء درآنصورت: ۴ت کل س رنه 
۳ 
اگر سیر » درآتصورت: وت سل 
2 
اگر سیر ؛ درآتصورت. ۲ دراه 
اش 
اگر و ع زر » درآنصورت. ۲س کل بت رز ؛ 
۱ 
اگر ۲ یر » درآنصورت. 2( 
اگر ۳ بر » درآتصورت: ۳ 5 


۳۴۰ بازی با پنها بت 


۳ ۲ 
اگر ۴-- ۲ » درآنصورت. رت بت 
اگر ع عر » درآنصورت: - سد سوم 
اگر ۱۲ سره درآنصورت + کی از 


مقادیر مثبت لارا روی عمود وبه‌طرف بالا ومقادیر منفی ۷ را روی 
عمود به طرف پایین می‌ گیربم. بنابر این درنقطه‌های 
اس لس ات وم نت و بت وس 
بایدیه اندازة 
۲ سس وواست وقاست واست زاس ولاست 
واحد به‌طرف پایین؛ ودر نقطه‌های 
۲ ۴ ۲۰۱۳ ۱۱ 
به اندازة 
۱ 
واحد به طرف بسالاء جدا کنیم (روی شکلدرصفحة ۲۴۱- واحدهای 
افقی و قاثم رایکی گرفته‌ايم). 


لرومی ندارد که به نقطه‌های بینابینی بپر داز یم ؛زیرامنحتی ما.به 


اندازة کافی صاف‌وهموار است.جالب است: که به‌رویحرکت این‌منحنی 


قا لب ساز نده ۱۳۱۴۱ 


در نقطه‌مای انتهایی» توجه کنیم. برای اینکه به‌این‌موضو ع‌بپردازيم :از 
نقطة صفر» خط قائمی می‌گذرانیم که جهتآن با مقدار بو تطبیق کند. 
حظ افقی راء محور ‏ : وخط قائم را؛ کسه عمود بر محور ۲ است واز 
صفر گذشته است» محور ا می‌ناميم . می‌بيتيم که‌هر دوشاخمنحتی 
ما مرتب هم به محور بر وهم به محور بز نزديك می‌شوند» ولی هرگز 
به آنما نمی‌رسند. اگر» در امتداد محور بر » به‌طرف راست جلوبرویم» 


مثلااً برای ۲۴ -- بر داریم: 


۳ 
ک 


وبرای ۳۶ در بدست می‌آید: 


۳۳۲ بازی با پینها بت 


وبرای 2-۴۸ : 


وغیره.اگربه همین‌ترتیب» روی محور ز »از نقطدٌ صفر دورتر و دورتر 
بشویم » مقدار /ز مرتباً کوچك و کوچکتر می‌شود : ولی عرگزبهمقدار 
مساوی صفر نمی‌رسد. عدد ۱۲ را به هرچند قسمت که بکنيم باز هم 
برای هر قسمت. مقداری‌بدست می‌آید. به‌همین ترتیب» اگر روی محور 
۰ به‌طرف منفی‌هم برويم مقادیری را بدست‌می آوریم که بهسمت‌صفر 
میل می‌کنند» ولی هرگز برابر صفر نمی‌شوند: 


به این ترتیب» منحنی‌ماه دائماً به محور ‏ : نزديك و نزدیکتر می‌شود» 
ولی هیچوقت یه آن نمی‌رسد. 
حالاا گر ربگيريم: کافی است‌به‌یادبیاوریم که واحد. شامل‌دو 


نیمه است وبنابراین در ۰۱۲ به اندازه ۲۴ نیمه وجودارد: 


<< ۴ 


۱ ۳ 
گر سیر : در آنصورت. ۶ : 


قالب ساز نده 2 ۳۳۳ 


اگر سیر » درآنصورت: ۸ص 
وغیره. یعنی وقتی که مقدار ‏ ؛ به‌سست صفر می لکند» مقدار 7 ءبزرگ 
وبزر گتر می‌شود. منحنی ما» هرگز به محور لا نمی‌رسد» زیرا: برای‌هر 
نقطه‌ای که روی محور نز باشد باید داشته باشم ه سیر که‌در ایتصورث 
بل می‌رسیم؛ وچنین تقسیمی» هیچ معنا ندارد: بر صفر نمی‌تسوان 
تقسیم کرد! 


تقیم بر صفر 


تفسیم را بسه کمك ضرب: آزمایش می‌کنیم: ۴ < ۷:۵ .زرا 
۴۰ < ۵. حالا اگر عددی را پر ه تقسیم کنیم » چه بدست می‌آید؟ 
کوشش می‌کنیم پاسخ رابدستآوریم. 


آیا هس هی ؟ 
آیا و --ه:۵ ؟ 
آیا و ه :و ؟ 


آزمایش کنیم: 

هد ه 6 ه : در آینجا ۵ بدست نیامد. 

ه < ق 4 و > اینیم پرابر ۵ نشد. 

هو ۱( ۰ وباژ هم ۵ پیدانشد. 

هرعددی را که در صفر ضرب کنیم؛ حاصلضرب همیشه برایر 
صفر می‌شود: یعنی هرگراز نتیجه چنین ضربی؛ عدد ۵ بدست نمی‌آید. 
واين به معنای آنست که نمی‌توان ۵ را بر * تقسیم کرد. 

دربارةاین نتیجه. کمی‌تأمل کنیم. يك عدد هرقدر کوچکتر باشد, به 


۲۲۴ بازي يا بینهایت 


تعد ادبیشتری‌در عددهمی گنجد, هرچه مقسومعلیه کوچکتر بشژود.خار جقسمت 
بزر گتر می‌شود. اگر بزر گترین عددء وجود می‌داشت» در آنصورت» می- 
توانست نتیجتقسیم برکوچکترین عدد؛ یعنی ۰ باشد. ولی» چنین‌عددی 
وجود ندارد که از همعددها بزر گتر باشد. 
شاید دست کم بتران شود * را بر * تقسیم کرد . آزم‌ایش 
ی 
ممکن است ٩۰:۰۱‏ آزمایش می‌کنيم: * ۱ بر ه. 
چه خوب» ظاهرا همه چیزدرست است اولی: به آزمایش‌خودادامه 
می‌دهیم ؛ 
۷ سه و : و 
وبدون هیچ زحمتی» معلوم می‌شود که ... باز هم درست است! زیرا 
٩ ۷‏ هم برابر * می‌شود. به نظر می‌رسد که نتیجه به کلی‌نامعین 
است: زیرا با هر نتیجةٌ دلخواهی که آزمایش کنيم: درستی آن تأیید 
می‌شود. بنابراین؛ ناسمکن بودن تقسیم بر صفر: در تمام حالتها وبدون 
هیچ استثنائی» به قوت خود باقی می‌ماند. 
یکی از مجله‌های فکاهی کسه برای دانش آموزان چاپ می‌شود» 
این منع تقسیم بر صفر را به این ترتیب توضیح داده بود: « وقتی که 
خداوندآم را آفربد ودر بپشت جاداد» بسه نخستین انسان چنین گفت: 
تو بر هر عددی می‌توانی تقسیم کنی: به جز صفر!ه 
ممکن است گمان کنید که پا اين تأ کیدی که در مشع تقسیم بسر 
صفر می‌شود. طبعاً کسی به فکر نمی‌افتد که عددی را برصفر تقسیم کند. 
البته: کسی به این تقسیم‌نمی‌پردازد: ولی: گاهی» صفر به صورت‌پنمانی 


قالب ساز نده ۳۳۵ 


وبا نقاب ظاهر می‌شود.همکن است‌همافراد‌صفر را در چنین‌عبارنسی 


نبیشند : 
۱۳ 


ولی: در اینجا؛ از "(4-۲»)» ود آن منتهی به صورت بازشده‌اش» 
کم شده‌است. تقسیم برصفر» در حالعی که زیر نقابی پنهان شده است » 
مبنای شوخیابی است که در آنها؛ ظادراً ثایت می‌شود که مثلا ۱-۲ 
اگر در ریاضیات؛ تنها یك اشتباه بشود واگر این منع برداشته‌شود و 
تقمیم برضفر» به عنوان يك حقیقت » مجاز ثناخته شود د رآنصورت» 
می‌توان به هر نتیجة دلخواهی؛ و از آنجمله اثبات ۲ و رسید. 

به یاد بیاورید. وقتی که هم اکنون» شکل منحنی مورد نظرمان 
رابررسی می کردیم (ومن نام آثرا برای شما فاش م یکنم : اين يك‌هذلولی 
بود)» این متع را فراموش نکردیم. یه خصوص, به این مطلب» که به 
چشم می‌خورد» توجه کنیم که این منحتی از دوشاخه جدا از هم درست 
شده است. ه رکدام از اپن دو شاخد» هموار و پیوسته است؛ شاحذ سمت 
چپ» به طرف پایین وتا بینهایت وشاه سمت راست. به طرف بالا و 
تا بینهایت پیش می‌رود. وبین آنا » محور نز به‌پسا ایستاده است » و 
همچنین شمشیرپرهندای احطار می‌کند: می‌توانی هرقدر که دلت‌بخواهد 
نزديك شوی؛ ولی حق نداری قدم به صفر بگذاری! 


۴ تنها بك ریاضیات و#حود دارد 
مفهوم کلی‌تا بع 


اکر چه ما می‌دانیم که بعضی از تابعبا را می‌توان به صورت 


۳۳۴۶ بازی با بینها یت 
معادله نوشت؛ ولی نباید گمان کرد که برای تعریف تاپع» وف نی 
دستوری خیلی میم است. آزمایش کنیده بو را به‌صورت‌تابعی از » 
به كمك دستور ساده‌ای بیان کنید: اگر ‏ عددی گویا باشد؛ مقدار و 
برابر است با ۰۱ و اگر عددی گنگ باشد مقدار ۲ برایر است با ه 
این رابطةٌ تابعی راء تابع دیریکله‌می‌گویند). 

دراین‌تعریف» هیچاشکالی‌و جود ندارد: مقدار ۷ دقیقاً بسه‌قدار > 
بستگی دارد. وهرمقدار ‏ ؛ متناظر یا مقدار کاملا" مشخصی از بو است 
اگر مثلا؟ داشته باشیم ۵, ۱ » در آنصورت ۱-- ل ؛ واگر داشتد 
باشیم ۲ ور .در آنصورت هد لا. با وجوداین اگربخواهید دستوری 
برای بیان‌این رابطة تابعی پیدا کنید» موفق نمی شوید. وبا کمال تاسف: 
نمایش‌نغییرات آنرا هم نمی‌توانید رسم کنید» زیرا نوسان‌آن بین »و۱: 
خیلی تند وشدید است: چه عددهای‌گویاوچه عددهای گنگت» بي‌اندازه 
فشرده‌اند . 

ماهیت مقهوم تابع در اینست که بين زوج ( لزمد ) (مقدار 7 و 
مقدار متناظر آن ۱)» رایطهای وجود داشده باشد. ضمناً هیچ لزومی 
نداردکه ‏ » همه مقادیررا قبول کند. در بارة تایعی که بامعادلف ۳( لو 
تعریف کرديی می‌دانوم که بر + مقدار * را قبول نمی کند. برای» سیر 
تابع نا معین است. وقتی که می‌خواهيم تابعی را تعریف کنیم باید : 

نشان دهیم که مقداد را از کدام مجموعة عددی» می‌توانیجم 
انتخاب کنیم؛ 

- معلوم کنیم که چه مقادیری برای ۷ باید به هر مقدار بر 
که از این مجموعه انتخاب شده است» متناظر شود. 


روشن است که تصور يك تابع به‌صورت رسم نمایش تغییرات 


قا لب ساز قده ۱ ۳۳۷ 


آن» خیلی به ما كمك می‌کند.يك شکل خوب: خیلی بیشتر از شرح و 
بیان يك تابم» برای ما حرف می‌زند. 

فر ض کنید تابعی؛ یه این ترتیب» تعریف شده باشد: برای هسر 
مقدار ۷« » مقدار 7 براپر است بابزر گترین عدد درستی که در روجود 


دارد , معلا 


۶ << ۰ 7 0۵ : 


زیرا می‌دانيم که: ...۷۲۱/۴۱ 


وت رم یر 
دوع ۷ ۰ 2 2 
زه < 1 ۰ << 


و روشن است تا وقتی که » به مقدار ۱ نرسیده است» مقدار ۷ همچنان 


پرابر پا » خواهدشد . 


۱ 


ا 


دز 


و / 

و حتت ۷ ۰ << )2 
۱ ۰ ۰ :۱/۹۹۱ 

وبنایراین تا وقتی که مقدار زر » به عدد ۲ نرسیده است» بسرای ۷ب همان 


عدد ۱ بدست می‌آید. 


۲۸ بازک با پینها یت 


وقتی که در جهت منفی هم حرکت کنیم» وضع به همین ترتیب 
است. بنابراین؛ طرح نمایش تغییرات زیر بدست می‌آید: 


نمایش تفییرات این تابع» از پاره خطهای افقی جدا از هم تشکیل شده 
است. کافی است» نگاه تندي به شکل بيندازيم نا آگاهیهای زبادی از 
تابع خود بدست آوریم: آنجا که منحتی قطع شده است» مقدار تابع 
جپشی برابر با ۱ دارد؛ روی پاره‌خطهای افتی مقدار تابع بدون تغییر 
باقی می‌ماند .همانطور که می‌بینیم » نه تنبا يك‌تابع می‌تواندانفصالهای 
بینپایت داشتد باشد» آنطور کة در حالت دس 1۲ به‌ازای» س يرديديم» 
بلکه حتی می تواند دارای انقصالهای کوچکی باشد ؛ مثل نمونه‌ای که 
هم اکنون بررسی کردیم. 

نمایش تغیررات هر دوتابع» دست کم در خارج نقطه‌مای انفصال 
به صورت منحنیهای هموار و پیوسته‌ای هستند. درحالیکه» تایع‌دیریکله 
حتی در یکی از نقطه‌مای شود هموار نیست: هیچ فاصله‌ای» ولو خیلی 
کوچك. وجود ندارد که درآن حتی يك عددگوپا» يايك عدد گنگت:پیدا 
تشود» ودراین ضمن,ء مقادیر تابم» مرتباً به اندازة واحدء جش‌م ی کند. 

همچنین. نباید گمان کردکه اگر تابعی بتواند به كمك يك‌دستور 
ببان شود؛ واگر برای رسم آن. مقادیر ‏ را به اندازةٌ کافی نزديك به‌هم 
انتخاب کنیم؛ منحنی آن حتماً در هم نقطه‌های حود » هموار باشد و 
هیچگونه «شکستگی» نداشته باشد, فرض کنید که این تعریف را به ما 


۳۳۹ ۳ 


داده باشند: مقدار ۷ پرای هر مقدار » برابر است با قدر مطلق » » 
یعنی مقدار آن بدون در نظرگرفتن علامت. برای قدر مطلق» نشانةً 
مخصوصی وجود دارد: قبلو بعد آزعدد؛ پاره‌عط کوتاه قائمی‌می گذارند. 


۳1 


مثلا" 
 |۲۴|<۳‏ ۲عا۳-| 


و روشن است که : »سا بنابراین» تایعی را که تعریف کردیم»می- 
توان به كمك دستور ساده زیر مشخ کرد: 


| ۷-۱۶ 
به این ترتیب» اگر ‏ در نقطه‌های 
۴ ۲۰۱۳۰ ۱ ده رات رارق 
باشد» برای ۷ » به ترتیب مقادیر 
۴ ۱ ۱ ۲۰۱۱۱۰ ۳۰ ۴۰ 


بدست می‌آید ونمایش تغییرات آن» ابنطور می‌شود: 


شکل این تابع؛ از دونیم خط تشکیل شده است که یاهم زاویه‌ای درست 
کرده‌اند: و هرچقدر که از مقادیر بینابینی استفاده کنيم هیچ مطلب 


۲۵۰ بازی با بینها یت 


تازه‌ای پیدا نمی‌شود. مثل* اگر +۱ مب عو» در اینصورت (۱ | لو 
وماء» ان مقدار را درروی شکل» به صورت خحط چین نشان داده‌ايم : این 
نقطه هم روی یکی ازضلعهای زاویه قرار می‌گیرد. 

شکل هندسیء اگرچه کاملا" دقیق هم نپاشاب درواقعء عکس‌با دگار 
رفتار تابع است. درست است کد تلم ما نمی‌تواند خط را یا دقت کامل 
رسم کند» درست‌است که خط کش‌ما: حط راست ایده‌آلی نیست؛ درست 
است که چشمپا و دستم‌ای ما. ابزارهای کاملا" دقیقی نیستند» ولي» با 
وجود همه اینپا» به پاری هندسه می‌توان دربار؛ هرشکل» بدون توجه‌به 
تصویری که رسم شده است» با دقت ودرستی کامل: داوری کرد. اگر: 
مثلا من از خاصیتهای هندسی هذلولیآگاه باشم: وبدانم که تایع‌رسم 
شده. بك حذلولی است. می‌توانم اظمینان داشته باشم که‌تفریباً هم‌چیز 


را دربارة تابع ت ۷ می دانم. 


هندسةٌ تحئیلی 

ولی. هندسه هم‌اغلب متوجه یاری شاد دیگرریاضیات می‌شود. 
مثلا"؛وفتی که‌بشواهيم مشپومی را به‌صورت واحد ومشخصی درآوریم. 
متوسل به دستور می‌شویم. وما دیدیم کد چگونه می‌توان سوضوعپاو 
مساله‌های گوناگونی را به كمك يك دستور بیان کرد. به‌عنوان نمونه: 
در مورد محاسبد سطح و حجم» به چنین دستورهایی نیاز داشتیم . تلپا: 
يك ریاضیات واحد وجود دارد. آنطور که معمولا" دانش آموزان گمان 
می‌کنند» ریاضیات. به دو دانش متفاوت هندسه وچبن» تقسیم نمی‌شود. 
این تصور؛ بیشتر از اینجا پیش می‌آید که هم بر نامه وهم معلمین اعلام 
می‌کنند که مثلاٌ درس ریاضی دوشنبه وپنجشنبه »جبر نامیده می‌شود 
ودرس‌ریاضی سهشتهه هنده. وچنین نقسیمی؛ ریاضیات راشکسته‌است 


قالب ساز ده ۱۲۵۱ 


وبه دوموضوع جدا گانه تبدیل کرده است. 

یکی ازپلپایی که‌هندسه را به شاخ دیگرریاضیات مر بوطمی کندء 
دستگاه‌سختصات است » _بعنی دوخط راست عمود برهم» که از نَطةُ صفر 
گذشته باشند: محورهای »زر و نز که ما درموقع شرح مربوط به‌عذلولی 
با آنها سرو کار داشتیم. 

به کمك این دو خحط راست. می‌توان نقطه‌های واقع بسرصفحه را 
به وسیلة عددها مشخص کرد. این دوخط راست‌را می‌توان به دوخیابانی 
تشبیه کرد که از میان چمن می‌گذرند. اگر» زیربوته‌ای از چمن»آشيانة 
پرنده‌ای باشد» جای آنرا می‌توان به‌این ترتیب» معین کرد: از آشپانه 


به طور مستقیم و با گاسپای یکنواخت به طرف یکی ازخیابانپامی‌رویم 


1 او 
با یا 

زر 
۳ 
۳ 


۱۱۱ 
نار 


۳۵۲ تا 


و تعداد قدمپا را می شماریم 4 بعد» تعداد قدمماپی را که برای رسیدن 
به‌محل برخورد دو خیابان لازم است» می‌شماريم. 
حالا اگر من بخواهم آشیانه را به کسی نشان بدهم و بدانم که باید از 
چپار راه ۲۱ قدم به طرف مشرق و سپس ۱۲ قدم به طرف شمال بروم» 
می‌توانم‌بدون هیچ اشکالی؛ خودم را به‌محل آشیانه برسانم. این دوعدد 
همراه با چپت معینی که دارند؛ عبارتند از دومختصی نقَطهُ مورد نظر. 
درهندسه جمتما رابانشانه‌های «ل» ورس » تشان می‌ددیم وضمناً‌برای 
اینکه قاعده‌ای عمومی وجود داشته باشد: جمتم‌ای بالا وسمت راست‌را 
مثبت» وجهتهای پایین وسمت چپ را منفی می‌ گیریم. به جای قدمبا » 
واحد معینی انتخاب م ی کنیم ومختصات را به كمك این واحد اندازهم 
گیری می‌کنیم. به اين ترتیب» هرنقطه از صفحه متناظر با يك زوج 
عدد» وبرعکس عرزو ج عده متناظر با يك‌نقطة معین می‌شود. راهی راکه 
باید درامتداد محور )ر طی کر د» طول نقطه وراهی‌را که‌باید درامتدادمحور 
۷ طی کرد عرش نقطه می‌نامیم, هميشه طول نقطه را؛ قبل از عرض‌آن 
می‌ژو یسیم. 

در اینجاء نقطه‌هایی را مشخص کرده‌ايم ومختصات آنپا راهم 
پم‌لویشان نوشته‌ايم : 


۳ )۳۲,۶( 


قالب ساز نده ۳۵۳ 


(روشن است که‌نقطه‌ها وعددها راء باروشهای دیگری مم‌می‌توان 
به هم بستگی داد. مثلاگ می‌توان پیش خود مجسم کرد که خیابانبا بر 
هم عمورنباشند. باوجود اين» اگر جمتباراانتخاب کنیم» درچنین‌حالتی 
هم می‌توان جای يك‌نقطه را با دوعدد مشخص کرد. حتی می‌توان فرض 
کرد که در چمن بیشتر از يك خیابان وجود ندارد وروی این خیایان ؛ 
مثلا" درختی قرار دارد. من‌می‌توانم قدممهای خحود رامستقیماً از آشیانه‌تا 
درخت بشمارم؛ در اینصورت به راحتی می‌توانم همین راه را بسرگردم 
و به آشیانه برسم به شرطی که وسیله‌ای در اعتیار داشته باشم تا به 
کمك آن بتوانم جهت حرکت از درخت به طرف آشیانه را پیدا کنم). 

وقتی که بتوائیم هرنقطه را به یاری يك زوج عدد مشخص کنیم» 
این امکان هم پیدا می‌شودکه خط را با زوج عددها متناظر کنیم» پمنی 
خط را به‌صورت يك معادله نشان دهیم. خط راستی را درنظر می‌گیریم 
که از نقَطة مبداء ونقطةُ (۱:۱) گذشته باشد: 


اگر این خط راست راء خاکریز راه آهن فرض کنیم» شیب آن برابر با 
:۱ 


می‌شود. واين به معنای آنست که اگرما در امتداد خاکریز وروی خحط 


۳ بازی با بینهایت 


افقی بهاندازة ۱ متر جلوبرويم ارتفاع خاکریزبرابر امترمی شود.چون 
شیب اپن خاکریز یکنواخت است؛ در فاصله۲متری» ارتفا عخا کریز ازخط 
افقی برابر ۲مترو درفاصلهُ ۳متری»برابر ۳ متر می‌شود وغیره. بنابراین» 
هم نقطه‌مایی که براین خط راست قرار دارند» با این خاصیت مشخص 
می شوند که مختصاتی برابر دارند» یعنی طول هر نقطه دلخواه از این 
حط بسا عرض‌آن پرابر است ودر هر نقط آن داریم: 
۶ << ل 

در خارج این خط هیچ نقطه‌ای پیدا نمی‌شو دکه دو مختص برابر 

داشته باشد. اگر نقطةُ دیگری را به مبداء » یعتی نقطهٌ صفر » وصل 


کنیم خطی با شیب بیشتر یا کمتر بدست می‌آید: 


درحالت او (شکل سمت چپ)» شیبی برابر ۲:۱ بدست می‌آید؛ 
بنایراین عرض هر نقطهُ ازحط راست؛ دو براپر طول آن خواهد بود. در 
حالت دوم ( شکل سمت راست)» اگر چه شیب خط برایر است با ۱ : ۰۱ 
ولی در اینجا ما با خط راستی سرو کار داریم که به طرف پایین می‌رود 
نه به‌طرف بالا. به همین مناسبت شیب این خط را باید بانسبت(۱-:۱ 
معین کرد, می‌بینیم که دومختص هر نقطه‌ای از این خط راست؛ ازلحاظ 
قدر مطلق» برابرند» منتهی هميشه علامتهای متفاوتی دارند» یعنی برابر 


نیستئند. 


قالب ساز ده ۳۵۵ 
سس سس سس تست 
در واقع» مختصات مرنقطه‌ای که در حارج نخستین خط راست 
واقع باشد» نمي‌تواند برابر باشد. معادلة 
۶ << 
به طور کامل حصوصیت نقطه‌های واقع براین خط» و تنشها همین نقطه‌هارا» 
نشان می‌دهد. بنابراین حق داریم بگوییم که این معادله. عبارتست از 
معادلة خط راست ما . 
ضمن کار توانستیم معادل ه رکدام از دوخط دیگری را هم که 
رسم کردیم کش فکنیم ۰ برای شیب ۱: ۲ معادله عط راست چنین‌است: 
۶ << 
(واگربه یاد داشته باشید. ماپیش از اینم؛ با این معادله‌سر وکارداشتیم) 
وبرای شیپ (۱-):۱: 
سح لا 
حالاء خط راستی را که شیبی بر ابر با ۱ : ۲ داشت؛ انسدکی: و 
مثلا به اندازة ۳ واحد » بالا می‌بریم؛ ب‌نحوی که‌جپت خطراست تخیر 
نکند: 


۲۵۶ بازی با بیتها بت 


شیب این حط هم تعییر نمی کند. برای اینکه در اين مورد قانع 
شویم» می‌توان از نقطةٌ دلخواهی واقع‌بر آن بهانداز؛ يك واحدبه‌ظرف 
راست رفت. دراینصورت می‌بینیم که شیب به اندازة دو واحد بالار فته 
است. تنپا اعتلافی که این حط راست درمقایسه با حالت نخسنین خود 
دارد» در اینست که هر نقطهٌ آنی به اندارة ۳ واحد بالاتر رفته است؛ 
یعتی عرض هر نقطة آن؛ ۳ واحد بیشتر است. آن 7؛ که قبلاً برابر با 
بود» حالا برابر با ۷۲ می‌شود؛ بنابراین معادلة خط راست: در 
اینحالت» چنین می‌شود: 


۳ دز 


خاصیت مشترك همه معادله‌هایی که تا اینجا بدست آورده‌ايم: 


سکع لا زلات لا ۲۰ لا ولا لا 


ایئست که همه آنما؛ درجه اول ودومجمولی هستند. به این مناصبت با 
دو مجپول سرو کار داریم » که هرنقطه با دو مختص بیان می‌شود. 

اين موضوع خیلی مهم است که می‌توان به طور روشنی نشان 
داد که عط راست» در هر وضعی که باشد » هميشه متناظر با يك معادلة 
ددجاول است. عکس این حکم هم درست است: می‌توان ثابت کرد که 
هر معادلة درجه اول دو مجپولی؛به هر شکلی که نوشته شود؛ و 
مثلا معادلة 


۷ /ز۳ - ۵۲ 


همیشه می‌تواند به‌عنوان معادلة حط راست مشخصی» درنظر گر فته‌شود. 


قالب ساز ده وی 


معادلهٌدرجه اول وخط راست. تنماء دوشکل متقاوت ازتصوريك 
مفهوم و احد هستند. 

این» يك‌نتيیجة بسیار زیباست» ولی در آن هیچ چیزشگفتآوری 
وجودندارد. با اینکه: تعداد روشپایی که‌به کمك آنبا بتوال حطهای 
راست رانشان داد به حساب نمی‌آید» عط راست همیشه حط راست است 
وهمة آنها به .يك خانواده تعلق دارند. بنابراین؛ کاملا" طبیعی است که 
معادله‌های آنها هم؛ خائوادة مشخصی از معادله‌ها را تشکیل دهند. 

حالاء به حالتی از خحطمنحتی می‌پردازيم. کسی نیست که دایر هرا 
نشناسد! به عنوان مثال چرخ دوچرخه‌ای را در نظر بگیرید که دارای 
مجموعهای از پره‌هاست که طولهایی برابر دارند . این پره‌ها : چیزی 


جز همان شعاعم‌ای دایره نیستند: 


۳۵۸ یازی با بینهایت 


فرض کنید که طول هرشعاع پرابر با ۵ واحد طول باشد و ضمناً مرکز 
دایره: برمبداء دستگاه مختصات واقع باشد : 
رن 


اگرنقطه‌ای از محیط دایره را انتخاب کنیم» مختصات این نقطه؛ 
و شعاعی را کسه ازآن می‌ گذرد؛ رسم کنیم» مات تالم الدزاو به‌ای 
بدست می‌آید که شعاع دایره وتر آن و مختصات نقطه ضلعبای‌پهاوی 
زاویه قائمهُ آنرا تشکیل می‌دهند. 

رابطه‌ای را که بین ضلعهای بسك مثلت‌قائم الزاویه وجود دارد؛ 
وماآنرابا نام قدیمی قضیة فیشاغورث می‌شناسیم» به یادبیاو ریم : مجمو ع 
مجذورهای دوضلع پملوی زاویة قائمه برابر است با مجذور وتر. اگر 
هر کدام ازمختصات يك نفطه دلخواه از محیط دایره را مجذور کنیم» و 
سپس این مجذورها را با هم جمع کنیم: عدد ۵۲-۷۲۵ بدست می‌آید: 

۲-۲۵ 

وهمین» معادله دایرة ماست. بلافاصله دیده‌می‌شود که این يك معادلة 
درجه دوم است» وانهم نه ساده‌تری نآنها. 

به منحنی می‌پر دازيم که متتاظر با ساده‌ترین معادلهٌ درجه دوم 
یعنی معادلة 

۷ 


باشد. داریم: 


قالب ساز نده ۳۹ 


وه ست هد ز ده هر 
و ۱۲ ع< از ۰ و 
ز۴ 1-۲۲ ( عد ور 
۳۲ 2 (۳ دوز 


نقطه‌های بینابینی را هم دست‌کم در نزدیکیمهای صفر‌اتشخاب‌می کنیم : 


(٩) ۱‏ ۱ 
جر بسح ۶ - تحت یر 
۴ ۲ ۲ 
۷ 
۲-(-) -۷ دا حتف 
۴ ۷ ۲ 


آنچه که پیدا کرده‌ایم به روی شکل می‌بریم : 


۳۶۰ بازی با بینها یت 


منحنی که بدست می‌آید: پس از آنکه خط شکستهبه صور تکامل" 
همواری درآید. سمی نامیده می‌شود. روشن است که هردو نیمه آن به 
سمت بینمایت می‌رود: ضمناً شیب آن مرتب تندتر به خط راست قائم 
شبیه‌تر می‌شود. همانطور که می‌بينيم اي منحنی» هیچگونه شیاهتی‌با 
دایره ندارد. 


ما قبلا" هم با يك منحنی برخورد کرده بودیم که معادله‌ای از 


درج دوم داشت. متتبی ممکن است که متوجه آن نشده باشید. منظور 
من هذلولی است. معادلة هذلولی را به ایتصورت نوشته بودیم: 
۱۲ 
1 
ولی: اگر دو طرف معادله را در ضرب کنیم: بدست می‌آید: 
22۲( ۰ 1 

ما حاصلضرب 1.۷ را هم: که در آن مجموع نماهای دوعامل ضرب؛ 
براپر ۲ می‌شود. درجذ دوم به حساب می‌آوریم. 

اگر کسی‌دراین مورد: کاملهگ قا نع نشده‌باشد: من می تو انم‌شاخه‌های 


مذلولی را به سادگی به چرغانم‌تا به وضع‌زیر در آیند: 


۱ 


1 


قا ب ساز نده ۱۳۶۱ 


در اینصورت معادل آن به صورت 
۴ سار ابر 


در می‌آید. که دیگر هیچیکس در درجه دوم بودن آن: شلگ نمی کند. 
من می‌خواهم ننپا یادآوری کنم که معادلة دایرة پهن شده‌هم» 
که بیضی نامیده می‌شود. يك معادلة درجهة دوم است: 


منحنیهای دیگری که دارای این خاصیت باشند (یعنی معادله نها 
از درجه دوم باشد)» وجود ندارد. 

اگر این چبارنوع منحنی را به صورنهای مختاف؛ نسبت به 
دستگاه مختصات رسم کنیم» خانواده‌ای از منحنیها بدست می‌آید که 
از بین هم نوعهای مسمکن معادله متناظر با معادله درجهُ دوم هستند, 
به زحمت می‌توان خانواده‌ای را پیدا کرد » که عضوهای آن تا به این 
حد. نسبت به هم بی‌شباهت باشند. کدام بستگی حونی است که همذّاین 
منحنیها را به هم مربوط کرده است منحتیمایی که در بين آنها هم 
شکامهای محدود وجود دارد وهم شکلمایی که به‌سمت بینهایت میل میب 
کنند: "هم شکلمای بسته وهم شکلمایی که ازدوشاخذ جدا گانه تشکیل 
شده است؟ 


اگر هم عضوهای این خانواده را با هم در نظر بگیریم پرایمان 


۳۶۲ بازی با بینهایت 


روشن می‌شود که بر چه اساسی» گردهم آمده‌اند. اين متحنیها يك نام 
مشترك دارند: مقطع مخروطی یا منحنیهای مطردطی. 

حالاء دوباره از صفحه بیرون می‌رویم و به فضا توجه‌می‌کنیم. 
والبع خیلی باعث تأسث است که ما نمی‌توانیم: همانگونه که در 
صفحد کاغذ شکلی را رسم می‌کنیم؛ در فضا هم به رسم کردن‌بپردازیم! 

با وجود این پیش‌خود تصور کنید که‌داريم هوا را رنگك می- 
کنیم. در هوا: يك دايرة افقی و خط راستی در بالای مرکز آن» به طور 
مایل» قرارگرفته است: بنحوی که این خط راست. درنقطه‌ای؛ برکنارة 


داپره مماس باشد : 


همچنین» پیش خود تصوررکنید که‌این خط راست‌رادر و رنگگ سحرآمیزی» 
فرو برده باشم . حالا» نقطه‌ای ازاین خط راست را که درست بالای‌م ر کز 


قا لب ساز نده ۳۶۳ 


دایره قرار گرفته است » با يك دست محکم می‌گيريم» وبادست دیگر ؛ 
نقطه‌ای از حط راست را می‌گیر یم که در آنجا با محیط دایره‌تماس‌حاصل 
کرده است؛ وآنرا دور دایسره می‌چرخانيم. در ایتصورت؛ خحط راست 
رنگی چه دربالای نقطه ثابت رکه درست در مقایل مر کز دایره بود) و 
چه در زیر آن؛ سطحی را رسم می‌کند که سطح مخرطی نام دارد: 


/ 


حالا: | گرسطح مخروطی دو دامنه‌ای را که‌به این ترتیب بدست می‌آید؛ 
به وسیلهٌ صفحه‌ای که درجبتهای متفاوت قرار گرفته است: قطع کنیم» 
در مقطع» همان چمار منحنی‌ما بدست می‌آید: 


دایره 


تنها یکی از صفحه‌هاء مخروط ی 


۳۶۴ بازی با بیتهایت 


اگر هم خویشاوندی هندسی راء که بین اين چبار منحنی وجود 
دارد: کشت نمی کردیم تنبا همین موضوع که همه آنپا را می‌شود با 
معادنة درچهُ دوم بیان کرد؛ به ما پاری می‌داد تا بسیاری از خاصیتهای 
مشترك آنها راء پیدا کنیم . در این مورد کافی است ببينيم که جبر» 
دربارذ این معادله‌ها چه می‌گوید وچه نتیجه‌هایی از آن بدست می‌آید» 
به این ترتیب» توانسته‌ايم حاصیتهای مشترل این چهار متحنی را پیدا 
کنیم. 

مثلا ببينیم در بار؛ برخورد این منحنیمابا يك خط راست» چه 

می‌توان کت , نقطة برحورد» به نقطه‌ای گفته می‌شود که درعین‌حال؛ 
هم روی منحنی مفروض وهم روی خط راست واقسع باشد. بغاپراین » 
مختصات این نقطه باید درمعادله‌های هر دوخط» صدق کند. معادله خط 
راستيك معادلهٌدر جه‌اول است.وجپر می آموز که دومعادلة دومجمولی» 
وقتی که یکی از آنپا درجه اول ودیگری درچة دوم باشد: 

یا جوابهای مشترله حقیقی ندارند» 

يا يك جواب مشترك دارند. 

ویا دو جواب مشترك دارند. 

ازاینجا؛ برای هر کدام از منحنیهای مخروطی ما می‌توان نتیجه 
گرفت که عط راست» نسیت به آن» یکی از این سه وضع را دارد: 

با اصلا" این منحنی را قطع نم یکند» 

با در يك نقطه با آن مشترك است» 

ویا آنرا در دونقطه قطع می کند: 
خحط راست» حتی مذلولی را.که دارای دوشاخه جداگاند است. نمي‌تواند 


قاب ساز ده ۲۶۵ 


مب 


در بیش از دو نقطه قطع کند. 
چنین است کمکی که جبر می‌تواند به هندسه بکند! 


ضمیمه‌ای در بارخ موحها وسایه‌ها 

در استدلالهایی که کردیم» دو نکتهٌ هندسی وجودداشت و من 
نمی‌خواهم» بدون اینکه آنسا را روشن کنم» این قسمت را تمام کنم . 

نکتة اول؛ مربوط به روشی‌بود که به یاری آن»جهت خط راست 
را معین می‌کردیم. گفتیم که این چبت را می‌توان با استفاده از نسبت 
ارتفاع بر راهی که روی خط افتی طی‌شده است ‏ بدست آورد؛ یعنی با 
استفاده ازنسبت بك ضلع‌مجاور به زاوبة قائمف در مثلث قائم‌الراویه‌ای 


که پیدا می‌شود؛ برضاح دوم مجاور به زاویه قائمه: 


اگر ما بگوییم کسه حط راست مورد نظر» با جمتی که از پیش 


۲۶۶ بازی با پینهایت 


معلوم شده است؛ چه زاویه‌ای می‌سازد یازهم جبت خط راست» معلوم 
خواهدبود. معمولا ان زاویه رائسیت به جپت مثبت محور د »معین 
می‌کنند. ما» این زاویه راء زاوپفئیب خط راست می‌نامیم . وقتی که خط 
راست رو به بالا می‌رود؛ این زاویه حاده است» ورقتی که خط راست‌به 


1 


طرف پایین می‌آید» متفرجه. 


0 4 

نسبت دوضلع مجاور به زاویة قائمه هي همان جمتی را معین می‌کند» 
که از راه زاوية شیپ بدست می‌آید؛ بنابراین » نسبت این دو ضلع را 
مي‌توان به عنوان اندازة مقدار زاوید در نظر گرفت. 

به زاویه حاده‌ای توجه می‌کنیم که متناظر با شیب ۳: ۲ است: 
اين» بد معنای آنست که اگر از نقطة دلخواهی واقع بريك ضلع زاویه 
عمودی برضلع دیگر فرودآوریم» مثلث قائم‌الزاوبه‌ای بدست میآید که 
درآن» نسبت ضلع روبروی به این زاویه: برضلع دیگر مجاور به زاوية 
قائمه برابر است با ۲:۳ وپا. 

ار این نسیت داد شده‌باشد: می‌توان بلافاصله زاویه رارسم 


کر ۳ واحد به طرف راست می‌رویم وسپس ۲ واحد به طرف بالا: 


قالب ساز نده ۳۶۲ 


اگر نقطه‌ای را که در بالا به آ رسیده‌ایم» به نقطةٌ آغاز حرکت؛ وصل 
کنیم» زاویة مورد نظر ساعته می‌شود: 


در حالتی که با زاویة منفرجه سرو کار داشته باشیم » شیب ما » 
روبه پایین است و می بینیم که نسیت متتاظر آن» منفی می‌شود. دراين 
مورد هم دستور العمل: تفاوت نمی‌کند. ا گر این نسبت براپر با - 
باشدء باید ۲ واحد به طرف چپ و سپس ۲ واحد به طرف بالا برویم و 
بعد نقطه‌ای را که به آن رسیده‌ايمي به نقط آغاز حرکت؛ وصل کنيم و 
روشن است که در اپنصورت. زاوی منفرجه بدست .ی‌آید (اين زاویه 
منفرجه» بین جمت مثبت امتداد نخستین وخطی که باوصل دو نقطه بد 
یکدیگر بدست آورده‌ايم قرار دارد؛ زیرا همیشه زاویة يك خطراباجپت 


مثبت محور ر؛ در نظر می گیریم): 


چنین زاویه‌ای نمی‌تواند در داخل يك مثلث تائم الزاویه‌قرار گیرد. ولی 
در سمت چپ آن: مثلث قائم الزاویه‌ای وجود دارد که سبت دوضلع 
مجاور به زاویة قائمه آن برابر است با .و این همان نسبتی است که 


زاویهمنفرج ماراء‌منتهی بدون‌توجه‌به علامت آن؛ مشخص می‌کند. 


۲۶۸ بازی با پیتهایت 


تا بعهای مثلثا تی 

می‌توان ثایت کرد که نسبت هر دوضلم دلخواء از ينك مثلث 
قائم‌الزاوید » دقیفاً به وسیلاٌ زاویه‌های آن مشخص می‌شود. ایتگونسه 
سبتهای دوضلع‌را که به زاوید‌های مورد بررسی بستگی داردء‌تابعهای 
زاوبه ویا تابمهای مثلثاتی گویند. آن تایح مثاثاتی که مسا هم اکنون 
آثرا بررسی م یکردیم» تانژانت نام دارد. سبت ضلع روبروی به زاو 
مفروض پروتر را سینوس زاویه؛ ونسیت ضلع مجاور زاویه به وتر را 
کسینوس زاویه گویند. مثلا در مثلث 


1 
سینوس زاویه‌ای کهعاشورزده‌ايم » برایر بسا و کسپنوس این زاویه 
ابر با است. 
برایر باه است 
هر کدام‌از تابعهای مثلثانی را می‌توان‌در حالتبایی هم که زاوبة 
ما بیشتر از زاوبة حاده است. تعریف کرد. مقادیر تابعهای مثلثاتی 
مربوط به‌زاویه‌های مختلف را» درجدولم‌ای خاصی» منظم کرده‌اند.اگر 
ضلعهای يك مثلث فائم‌الزاوبه را بدانيم- وضمناً معلوم است که هر 
مثلث دیگری راهم می‌توان به صورت دومثلث قائم‌الزاویه در آورد؛ ِ 


۱ 


قالب سازنده ۳۶۹ 


کافی است به جدول مراجعه کنیم تا بدانيم که زاویه‌های مثلث چقدر 
است. درست‌است که اگر ضلعمای مثلثی معلوم باشد؛ می‌توان‌آنرارسم 
کرد وبعد زاویه‌های آترا اندازه‌گرفت.ولی» دقعی که‌از راه‌اندازه گیری 
پدست می‌آید» بسیار کمتر از دقتی است که به كمك محاسبه وبامراجعه 
به اینگونه جدولماء در دسترس؛ قرار می‌گیرد. کامل" اشتباه است» اگر 
گمان کنیم که ملت این جدولمها؛ از راه اندازه‌گیری» این عددها رادر 
برایر ما گذاشته است. محاسبتابعهای مثلثاتی‌مسکن است» دست کم به اين 
علت که‌مابعضی ازمقادیر این تابعهارا به طوردقیق‌می‌دانیم۰ مثلاءنخستون 
خط راستی را که رسم کرده بودیم؛ زاویه قائمه را به دوقسمت پرابر» 


ودر نتیجه تانژانت زاویة شیب آن برابر است با ۱:۱ یعنی ۱. 
زاویةقائمه؛ درست‌برابربا یکچهارم دوران‌کامل است وبنابراین» 
ما دیگر می دانیم که تانژانت زاویه يك عشتم دوران کامل» برایر است 
باواحد. وقتی که ما؛ تابعهای مثلثاتی بعضی از زاوبه‌ها را بدانیم» میت 
توان این پرسش را کرد که: چگونه باتکیه به‌این نتبجه‌هاء می‌توان‌تابع 
مثلثاتی مجمو ع‌زاویه‌هاء یادو برابریا نصف يك زاویه را پیدا کرد؟پاسخ 
به این پرسشبا ومحاسبه‌هایی از اینگونه: مربوط به مثلثات است . با 
وجود این درزمان ماء جدولما را باروش دیگری محاسبه می کنند» وما 


۳۷۰ بازی با بینها بت 


هم دو باره به‌اين پرسش برخواهيم گشت. 

اهمیت‌تابعهای مثلثاتی» ازچارچوب‌هندسه» شیلی‌دورترمی‌رود. 
مثلاء گر ومنحنی مثلثائی» را برای سینوس رسم کنیم» به نحوی کد 
زاویةآن از » تايبك دوران کامل؛ تغییر کند؛‌این‌متحنی‌موجه‌ار رابدست 


می آوریم: 


تج ی 


ین منحثی را می‌توانیم تا هر جا که بخواهیمادامه دهیم. ژاوبه 
با محاسبهُ انحراف يك خط راست. نسبت به شط راست دیگری که ثابت 
است؛ اندازه گرفته می‌شود. 


مثلا : فرض کنیم که يك بادبزن ژاپتی را به ندریج با زکنیم: 


قالب ساز نده ۳۷۱ 


روی شکل ؛ تمام حالشهای ممکن يك زاویسه نشان داده شده‌است. 
روشن است که مقدار دوران راء به كمك طول کمانی هم که دو ضلع 
زاویه را به‌هم پیوسته است» می‌توان اندازه گرفت. واینم روشن است 
که طول کمان بستگی به طول شعاع بادبزن دارد. ماء زاوید‌ها راباطول 
کمانی از دایره اندازه می‌گیریم که برابربا شعاع آن باشد ء بعنی طول 
کمانی‌را که‌برابر باطول شعاع همان دایره باشد؛ و احدیه‌حساب م ی آوریم : 


ر این واحد اندازه گیری؛ خیلی راحتتر از واحد درجه است که درمدرسه 
یادگر فته‌ايم». می‌توان پیش خود تصور کرد که وقتی خط راست دور 
کامل خود را زد؛ از حرکت بازنایستد ودوران را ادامه دهد: 


به‌نحوی کهراهی‌راکه‌بین دوخط راست نشان داده‌ایم»برای‌بار دوم ی 
کند. روشن است که خط راست در همان وضعی‌قرار می‌گیرد که تنها 
زاویةٌ کوچك را درست کرده بود: 


۳۷۲ پازی‌با بینهایت 


بتابر این» مقادیر تابعهای مثلثاتی برای زاویه‌هایی که از يك دوران‌کامل 
بزر گترند» تکرار می‌شود و در نتیجه» شکل منحتی هم تکرار می‌شود: 


و این خیلی شبیه به دورة تکراری است که در تبدیل به کسرهای 
دهدهی پیش می‌آید وبه همین مناسبت است که می گوئیم سینوس ؛ يك 
تابع دوده‌ای (متتاوب) است. 

تقریب تا بمهاک دوره‌ای 

هرفیزیکدانی‌با این منحنیما آشناست. این‌منحنیها که به‌صورت 


«تصویرهای» نوسانی هستند در فيزيك امروزی » اهمیت زیاری دارند: 


قالب ساز نده ۳۷۳ 


اگر خواننده. کم وبیش به رادیو علاقمند باشد؛ ممکن نیست به چنین 
تصویرهایی‌باموجهای «موژون»برخوردنکرده باشد. 

موجهای انبوه مربوط به موجهای‌به اصطلاح الکترو مفناطیسی 
هستند. صورت خااص این موجها» چنین شکلی دارند : 


ولی؛ درحالت مورد نظرما آنما به صورت موجمهای کشیده‌تر صوتی 


هل 


ه«مچنین می‌توان به موجم‌ایی برخورد که از ترکیب هر دو نو ع به‌وجود 
آمده باشند. درواقع» خود موجهای صوتی هم به این سادگی نیستند. 
صداایی که مطلقاً صاف و بکنواخت باشد. وجود ندارد ء ولی اختلاف 
بین آنما آنقدر زیاد» ومثل اختلاف بین موجهاي الکترومغناطیسی و 
موجای صوئی» نیست. واین اختلاف کم موجما هم نمی‌تواند نقش 
زیادی داشته باشد. این موجبای تغییر شکل سافته را می‌توان به چنین 


صورتی دید: 


اغلب لازم می‌شود موجمهای جدا گانه‌ای‌که این موج ناموزون‌را 


تشکیل داده‌اند «بخوانیم».به طور طبیعی» این پرمش پیش می‌آید: وقتی 


۳۷ بازی با بینهایت 


کدرو به روی ما يك منحنی پیوسته قرار گرفته است که به‌نحوی تغییر 
شکل پیدا کرده است وضمناً می‌دانیم که يك منحنی دوره‌ای است؛ آیا 
نمی‌شود» موجهای ساده‌ای پیدا کرد که کار مشترك آنبا» ایسن منحتی 
را به ما بدهد؟ 

پاسخ چنین است: گرچه نمی‌توان به چنین هدفی بادقت مطلق 
رسید» ولی می‌توان موجپایی را پیدا کرد که با قراردادن آنها روی 
یکدیگر: به تقریب به‌منحتی‌خودمان‌برسیم .حتی‌می‌توان باق ار دادن عطهای 
شکسته‌ای؛ به این شکل» به منحنی مورد نظر خود تزديك شد: 


صص 


این مطلب را می‌توان. بازبان تابعهاء ثابت کرد. دراینصورت, دیگر به 
جای موجهاء باتابعهای مثلثانی متناظر آنما ‏ سرو کار خواهیم داشت. 
نکته هندسی دوم» مربوط به مقطعیای مخروطی است. 


هندسا تصوبری 


دوباره به سطح مخرو طی برمی‌گردیم و ابتدا آنرا با بك صفحد 
افقی» وسپس بايك صفحة مایل می‌بريم ورأس مخروط, دایره و بیضی‌را؛ 


سب 


قالب ساز نده ۳۷۵ 


به‌طور جدا گانه رسم می‌کنیم : 


حالاء فرض می‌کنیم که به جای رس مخروط لامپ کوچکی‌قرار 
گرفته باشد که تورخود را به عرطرف پخش کند. ضمناً فرض می‌کنيم 
که دابره از يك قطعه کاشذ تیر‌ای درست شده باشدء که‌نور را از حود 
عبور ندهد. شعاعهای نور از کناره‌های دایره می‌لغزد وسطح مخروطی را 


۳۷۶ پازی با بینها بت 


ب‌وجود می‌آورد. درنتیجه ود دایره؛ روی صفحذمایلی که زیر آنست» 
سایای به شکل بیضی می‌اندازد. 

بیضی را می‌توان به عنوان سای دایره درئظر گرفت: بیضی را 
می‌توان به‌عنوان تصویر يك دایره از يك نقَطه معلوم برصفحه‌ای مایل 
بدست آورد. 

اگرشیب صفحه مایل‌را بیشتر کنیم: همین نصویر» سایه‌ای به‌شکل 
سپمی يا هذلولی می‌دهد (اگر بخواهیم شاخ دوم عذلولی را پیدا کتيم» 
پاید در امتداد شعاعهای نور به‌طرف بالا برویم ودر آنچا دايرة دومی‌را 
هم در نظر بگیریم). معلوم می‌شود کسه سایه می‌تواند به کلسی تغییر 
شکل بدهد. 

هندسة قصویری» به قسمتی از هندسه گفعه می‌شو د که عاصیتمبابیا ز شکل 
را» که‌حتی‌با تفییر کردن شکل آن به وسیلتصویربدون‌تغییر می‌مانده 
مورد بررسی قرار می‌دهد. می‌توان خاصیتهای تصویری را جستجو کرد 
که ضمن تصوی بدون تغییر باقی می‌ماند. بهاین ترنیب» ما خواهیم 
توانست مقطعهای مخروطی را به کمك شکلمهای زیبای دایره که ازقبل 
می‌شناختيم: بررسی کنیم. همه خاصیتمای تصویری دایره در بارة سایر 
مقطعیای مخروطی عم درست است. زبرا آنها چیزی جز تصویر همین 
دایره نیستند . سای شکل مخروطی می‌تواند تا ود بینهایت ادامه پیدا 
کند» بدون اينکه بتواند از میزیان خودش جدا شود. 


۵ احزاء دهایکه» 


همه از داستان جودی تینیا نو به نام : سردانن هایکه »اطلاع دارند. 
موضوع داستان‌بر این اساس است که میرزای تازه کار » که فر مان امپر اطور 


قالب ساز نده ۳۷۲ 


پاول اول را برای هنگی که تازه تشکیل شده‌بود می‌نوشت: اشتباهی کرد 
ونام «سروان مایکه» را در لیست خود وارد کرد. اين اشتبا» از آنجا 
پیش آمده بودکه میرزا: زیرلب» واژة «سروانهایی که» راتکرارمیکرد. 
چون نامد؛ فرمان يك شاه مستبد بود» هیچکس‌جرأت نکرد به او اظمار 
کند که افسری بد تام هایکه » در دنیا وجود ندارد. «سروان هایکه» ‏ 
کسی نبود وتنها ناشی از يك سهوقلم بود. در این بین» شایعه پراکنی‌و 
ومیمل گوبی دربار؛ «سروان هایکه» رواج پیدامی‌کند: اورادرزندان می 
نشانند. اورا صاحب زن وحتی بچه می‌پندارند» ترحم‌بعضی وخشم‌بعضی 
دیگر را برمی‌انگیزدودر هرجابه‌صورت پدیده‌ای درمی‌آیدکه درزندگی 


روزمره مردم» تأثبر می‌گذارد. 
خط راست در بینها بت 


ازنوع اجزاء غیرواقعی هایکه ء که وجود ندارند» ولی می‌توانند 
نقشی مهم داشته باشند. در ریاضیات هم پیدا می‌شودء که آنها را در 
ریاضیات اجزاء ایده‌آلی گزیند. ازاینگونه» می‌توانه لا" نقطببنمایت دود 
را نام برد که در آنجا دو خط موازی به هم می‌رسند. بدون ایسن نقطه 
نمی‌توان ساختمان هندسه را به پایال رساند. 

در واقع» می‌توان ثابت کردکه رابطة بین نقطه‌ها وخطمهای‌راست» 
يك رابطةً دو طرفه است: اگر دربعضی از حکمپایی که به نقطه و خط 
راست مربوط می‌شود واژ؛ «نقطه» را به واه «رخط راست» تغییر دهم و 
بر عکس‌به‌جایو اژة«خط راست»؛ واژة «نقطه» رابگذاريم. بازهم به حکمی 
درست می رسیم. نمونه‌ای بیاوریم .سه نقطه‌ای که بريك‌خط راست؛ واقع 
نباشندء‌يك‌مثلث رامعین می‌کنند. دراین تعریف تردیدی وجودندارد. بیان 


۳۷۸ بازی با بینها بت 


طرفب مقابل می‌گوید: سه خط راست ی که ازيك‌نقطه عبورنکنند يك‌مثلث 


این دو طرفه بودن» عیلی کار را ساده‌می‌کند. ولی آیا این درست است 
که: حکمی را ثابت کنیم و بلافاصله حکم خویشاوندآنر انتيجه‌بگيريم؟ 
معلوم می‌شود که می‌توان « با يك تیر دونشان را زده. 

با وجود اپن در حکم طرف دوم » در مثال ساده ما عیبی وجود 
دارد. در واقع؛ برای تنظیم حکم طرف دوم؛ بابد اضافه می‌کردیم: به 
شرطی که خحطهای راست متوازی نباشند. در این حالت باید کفت:حتی 
با همان شکلی که حکم خود را تنظیم کرده بودیم: خطیای مسوازی 
استثنا می‌شوند» زیرا آنها در يك نقطهُ بینایت دور؛ به‌هم می‌رسند. 

این نقطهایدهآلی‌بینهایت دور »خیلی‌بیشتر از نجات ازتنگنایراگر» 
به کارمی آید و می‌تواند در حل مساأّله‌های جدی‌تری به ما كمك کند, اگر 


قا لب ساز نده ۳۷۹ 


خطپای راست در يك امتداد یعنی متوازی باشند؛ يك‌نقطة مشترلك در . 
بینهایت دورخواهند داشت؛ واگر خطهای راستی با امتداد مشنرك دیگر 
در نار بگیرایم» نقطةٌ بینم‌ایت دور مشترك دیگری پیدا خواهند کرد؛ و 
بنابراین به همان اندازه که امتداد وجود دارد نقطهٌ بینهایت دورهم 
وجود حواهد داشت. 

همیشه‌می‌توان‌بادقتمعلوم کرد که به کداميك از این نقطه‌هاسرو کار 
داریم: تنها کافی است که جمت امتدادی را که ببه طرف این نقطه می 
رود دردست داشته باشیم . اگر کمی مختصات خود راتغییر دهیم حتی 
این امکان‌پدست می‌آید که معادل خطی را بنویسیم که هماین نقطه‌های 
بینهایت دور» روی آن قرار گرفته باشند. معلوم می‌شود که این معادله 
به‌همان شکل معادلة خطراست‌است. به‌همین مناسبت است که‌می گوییم : 
همه نقطه‌های بینپایت دور برعط راست بینپایت دورء قرار دارند. 

تا اینجا هم آنچه را که گفتیم: يك سر گرمی توخالی به نظر 
می‌رسد. می‌توانیم معادله خط راستی رابنویسیم که وجودندارد. احتمالا" 
حتی بهتر است که هیچ تلاشی دربارة تصور آن نکنیم. هرخط راست ؛ 
دردو جمت‌به‌سمت‌بینم‌ایت می‌رود ؛ با وجوداین؛ ماتنهايك نقطبینهایت 
دوررابهآن منتسب می‌کنیم «کهبه ار ی آن؛ درستی‌دو طرفه بودن‌رابطً 
خودراحفظ کنیم: وجود دو نقطة ایده‌آلی» اين دوطرفه‌بودنر انقض‌می- 
کرد). موضوع اینست که دو انتهای خط راست؛ در بینهایت به هم‌می- 
رمسند مثل اینکه خط راست دربینهایت» شیبیه به‌دابره شده باشد.به‌این 
ترتیب» خطهای راست متوازی را که ازدوجمت. امتداد یافته‌اند»می‌توان 


مثل دایره‌هایی دائست که برنقطه‌های جداگانه عط راست بینهایت‌دور 


۳۸۰ بازی با پینها یت 


آویزان شده‌اند» شپیه میوه‌هایی که برشاخه آویخته‌اند» ضمناً حطهای 
متوازی هم از يك نقَطة این حط راست بینمایت دور «روییده‌اند). 


۵ ۱ 40 ۸ 0 
البته» هیچکس به ما این حق را نمی‌دهد تاخط راست بینهایت 
دور را به‌صورت يك خط راست معمولی رسم کنیم؛ و اصلااً چه کسی 
می‌داند که آنرا چگونه باید رسم کرد؟ روی آن نقطه‌ای وجود دارد که 
در عين حال هم در شمال است و هم درجنوب. لفط دیگری روی ایسن 

خط پیدا می‌شود که شرق و غرب در آنجا به هم می‌رسند وغیره. 

با وجود این» مادیگر در این باره فکر نمی کنیم : این» متعلق به 
دنیایی ثیست که بتوان آنرا «لمس» کرد؛ «سروان هایکه» تشها يك‌سپو 
قلم است. 

ولی» خط راست بینم‌ایت دور هرچه باشد. چگونه می‌توان‌باآن 
عمل کرد؟ ما معادله‌آنرا می‌دانیم. بنابراین» این فکر پیش می‌آید که آیا 
نمی‌توان» مثلا" محل برخورد آنرا با سبمی پیدا کرد؟ چرا ! در این 
مورد تشها بایدجوابهای مشترك دومعادله‌را پیدا کرد. و آنوقت بلافاصله 
معلوم می‌شود؛ خط راست بینهایت دورء که بانگاهی تردیدآمیز و میم 
باآن بر خورد کردیی چگونه می‌تواند به منحنیبای مخروطی» روشنی 

درواقم؛ حیلی طبیعی است که به دنبال پاسخ چنین پرسشی‌باشیم : 
آیاء با دردست داشتن يك معادلهٌ درجه دوم دومجمولی» می‌نوان معلوم 
کرد که این معادله مربوط به کداميك از منحنیمهای مخروطی است؟ 


قا لب ساز ده ۳۸۱ 


پاسخ را » خط راست بینمایت دور می‌دهد. اگر معادلة این خحط 
راست» جواب مشتر کی‌بامعادلة منحنی نداشته باشد؛ بايك‌بیضی‌سرو کار 
داریم ؛ اگر دو معادله : تشبا يك جواب مشترك داشته باشند» گفتگو از 
يك‌سپمی است؛ وبالاخره اگردوجواب مشترك وجود داشته باشد.منحنی 
مورد نظرما» يك هذلولی است . حالت دیگری هم پیش نمی‌آید (توجه 
کنیم که دایره. حالت خاصی از بیضی است). : 

نتیجه‌ای را که بدست آورديم با تصور ما کاملا" مطابقت 
دارد. بیضی» به طور کامل در « قسمت محدودی؛ از صفحه جا می‌گیرد 
وروشن است که نمی‌تواند باحط راست بینبایت دور نقطه مشتر لاداشته 
باشد. هردوبازوی مسهمی با هم پیش ‌می رو ندءخیلی شبیه‌به دوخطمتو ازی» 
وبتایراین کاملا" می‌شود قپمید که چرا این دوبازو ؛ تنیا دريبك نقطة 
بیشهایت دور به‌هم می‌رسند. 

شاخه‌های هذلولی» در کنار دوخط راست؛ که امتدادهای متفاوتی 
دارند؛ پیش می‌روند وبنابراین» طبیعی است که به‌طرف دونقطة‌بینهایت 
دور بروند . 

به این ترتیب. ما اشتباه نکردیم و کاملا" حق داشتیم که این 
نقطه‌ای را که «وجود ندارده» ازحق رأی محروم نکردیم. 

وحالاء جرأت اين را پیدا می کنیم که به آخرین پرسش بدون‌پاسخ 
خوده یعنی معادله درجه دوم به صورت 


4 - عح ۲ 


نزديك شویم ویه آن حمله کنیم. 


عدد‌های مختلط 


۳۸۰۲ بازی يا بینهایت 


عددی را؛ که از مجذورآن به عدد ٩‏ برسیم » با نماد 4-نشان 
می‌دهیم ؛ البته اگر چنین عددی وجود داشته باشد. ولی» تا کنون» مابه 
عددی برتخورده‌ايم که از مجذورآن يك عدد منفی بدست آید. چه۳- 
وچه ۳+ را که به توان دوم پرسانیم» در هرحال 1-٩‏ بلست می‌آید. 

همینطور؛ ما دربارة 1-۱ هم چیزی‌نمی‌دانیم ومعلوم نیست برایر 
با چه چیزی است. اگر از کسی هم در این باره بیرسیم» احتمالا" پاسخ 
می‌دهد: «آی....چقدر می‌تواند باشدءمن نمی‌دانم»»فر ضکنیم کدپاسخ 
دهنده» چنان این آی» را که درآغاز جمله‌اش بود» کشدار بیان کند 
که شنوندة خوش باوری»همین «آی» رابه جای خود پاسخ بگیرد؛وچون 
گفتگو ازریاضیات است ودر رپاضیات هم.نشانه‌ها را باحرفهای‌لانینی 
می‌نویسند» اینطور بنویسد: 

زج ۱- 

و آنوقت. این شنونده می‌تواند با اطمینان به ما بگوید که: «من حالا 
می‌توانم بگویم که 4 چقدر است» اين ريشه براپر است با [۳» ضمناً 
می‌تواند برابر با [م هم باشد . ما هم هیچ اعتراضی نمی‌توانیم داشته 
باشیم. اگر ۷-۱ پرابر با ز باشد ز همان عددی است که از مجذور آن 
۱- بدست می‌آید: 


وت تا [ 


وبنابراین خواهیم داشت: 

و سا (وست) تال , ۲2۳۱ (۳د) 
دهچتین ...و ح(و) ۹ص ازه مج (زم).(ز۳) عت ا(ز۳) 
عیپ کار در اینست که عدد و : درواقع وجود ندارد وتنپا محصول يك 


قا لب ساز نده ۳۸۳ 


سوء تفاهم است. وبه این ثرتیب» هنوز نمی‌دانیم که ۷-۷ چقدر است. 

و لی‌بياییم واین«سوءتفاهم» رابپتیریم‌وهمانطو رکه برای‌جستجوی 
از آن استفاده کردیم» بیشتر در بار؛ آن آزمایش کنیم. کسی‌چه‌می- 
داند شایدهمین عذصر « نبوده» و « بی‌وجوده بتواند ما را به نتیجه‌های 
مممی برساند! 

و معلوم شد که با كمك این عنصر» چه کارهای شگفت آوری‌که 
نمی‌توان‌انجامداد!نظر یهت بعما یکی ازبر ازنده‌ترین و باارزش‌ترین‌شاخه‌های 
ریاضیات‌است. که‌بر اساس آن» بنیان گرفته است . اگر ما نخواهیم با ز 
سر و کار داشته باشیم؛ باید بلافاصله وبه طور دقیق اعلام کنیم که مابا 
نظریةٌ تابعهای با متغیر حقیقی کار می‌کنیم. به طور کلی» هیچ شاخه‌ای 
ازریاضیات و جودندارد که‌در آن گفتگو بررسر موضوعی‌جدی‌باشدو ازًاستفاده 
نکنیم. حتی هندسه هم» آزاین موضوع بر کنار نیست. عنصر اسرا رآمیز 
1 » قدرت ایثرا دارد که بسیاری ازحکمهای متناقض را؛ زیر لوای‌مفپوم 
واخدی؛ به هم بپیوندد. 

ما قرار گذاشنه بودیم که از فرمول استفاده نکنیم وبه همین 
مناسبت در اینجا هم شماء تنها از میوه‌ای که بدست آمده است. لذت 
بردید؛ به طور کلی؛ در واقع امرهي عتصرهای ایده آلی؛ تنها بهب رکت 
شکل خود» جان می‌گیرند وزندگی می‌کنند. ۱ 

حالا که دیگر پرسر به کاربردن نماد ز توافقکرده‌ايم؛ می‌توانیم 
رابعه‌هایی را که بین تابعهای متفاوت وجود دارد» نشان دهیم » چیزی 


که حتی فکر آنرا هم نمی‌توانستیم در سریپرورانيم. 


۳۸۴ بازی با بینهایت 


مراطةً بین تابمهای مثلثاتی و نایم نعالی 


چه کسی ممکن بود گمان کند که ببن تابسهای مثلثانی و تسابع 
نمائی» رابطه‌ای وجود دارد؟ 

وحالا» زمان آن رسیده است کنه این رابطه رانشان دهیم. اگر 
زاویه را به كمك طول کمان دايرة متناظر آن» که شعاعی برابر واحد 


داشته باشد» آنداز#بگیریم؛ کسینوس 
زاویه‌ای که‌به اندازة دو واحدباشد ۲ ود ی 
(یعنی ۲ ووه) با این رایطه بیان ِ 

می‌شود: 


لنوت ند اد 
۲ 


605۲ 


کهدر آن. 6 عبارنست ازمبنای لگاریتم طبیعی, شبیه‌همین‌دستور 


راء برای هر زاوبة دلخواهی می‌توان نوشت: 


ام یت 

سس 03۳م 
۲ 

اي ام 

ی 03۴ 


چطور ممکن‌است که کسینوس يك زاویه؛ یعنی نسیت دوپاره خطءچیزی 
که به طور روشن يك عدد حقیفی است» با عدد «بی‌وجوده طرف دوم 
تساوی» برابر باشد؟ : 

ولی» موضوع‌اینست که درسمت‌راست‌این‌تساوی يك عددحقیقی 


قالب ساز ده ۳۸۵ 


معمولی قسرار دارد . ضمن انجام عملها » این ز از جهانی اسرار آمیز 
ظاهر می‌شود» نوری برماهیت وجودی ایسن رابطه می‌اندازد و دوباره 
ناپدید می‌شود. 

در موقبع کشف عدد. ضمن بازیبای معمائی هم» چنین وضعی 
وجود دارد. 

«عددی فکر کنید ؛ آنرا در ۳ ضرب کنید؛ بسه حاصل؛ ۴ واحد 
اضافه کنید؛ حاصل را۲ برایر کنید؛ وسپس از نتیجه‌ای که پیدامی‌شود» 
۶ برابر عددی را که فکرده‌اید» کم کنید». 

منتظر می‌مانم کدطرف من محاسبه را تمام کند و بعد» بدون‌اینکه 
هیچگونه پرسش اضافی مطرح کتم به او می‌گویم که در نتیج کار» 
به عدد ۸ رسیده‌است. مسیر محاسبه رامی‌توان اینطور شرح داد. عددی 
را که در نظر گرفته شده: »ر : ۳ برایر آن می‌شود ۳ ۴ واحد به آن 
اضافه می‌شود: ع -یرم: این‌حاصل ۲ برابرمی‌شود: (۴ ل-)۲)۳ .بالاخره 
باید از اين نتیجهء شش برایر عدد اصلی » یمنی »و را کم کرد: 


(ع )۲ 
۲ را دره رکدام از جمله‌ه‌ای داخل پرانتز ضرب م ی کذیم» بدست‌میآید: 
سس ۶ 
که آنرا می‌توان به این ترتیب هم نوشت: 


۸۷۶-۲ 
وروشن است که اگر به عدد ۸ یکبار ۶۶ را اضافه کنیم وبعد» دوباره 


را از آن پس بگيربم؛ همان عدد ۸ باقی می‌ماند. عددی را که فکر 


۲۸۶ ۱ بازی با بینها بت 


کرده‌ايی می‌آید و در محاسبه‌ها دخالت مي‌کند وسر آخر ناپدید می‌شود. 
از رابطة بین تابعهای مشلئاتی و تابع نمائی» می‌توان رابطه‌عایی 
پدست آورد که در آنما» ردپائی از ز باقی نمانده باشد. مثلاء ازتساوی 


جع بد و 
كت 


605۷۲ 


مجذور «ووم را پیدا می‌کنیم. 
پرای اينکه با کسر سروکار نداشته باشیم» ابتدا دو طرف این 
تساوی را در ۲ ضرب می‌کنیم: 
7 وم ۲ووم ۲ 
حالا؛ دو طرف‌نساوی‌را به‌توان‌دومی رسانیم. مجذور سمت چپ تساوی 
چنین می‌شود: 
609۲(۲) < ۲ < ۲ -- ۲ (۲۵۵۵۲) 


(می دانم که فکر می کنید چرا به جای ۲ ۰۲ مساویش ۴ را نگذاشته‌ام 
ولی. کمی شکیبانی داشته باشید). 

درسمت راست تساوی؛ با مجمو ع دوجمله سر و کار داریم.برای 
اينکه این دوجمله‌ای را مجذور کنیم باید ابتدا مجذور جملة اول را 
بدست آوریم؛ ضمناً می‌دانيم؛ ببرای اینکه توانی را به توان تازه‌ای 
پرسانیم باید نماها را در هم ضرب کنیم: 


او ارام ) 


بعدباید دوبرابرحاصلضرب دو جمله را پیدا کنیم» ضمناً به‌بادمی آوریم 


قالب ساز نده ۲۸۲ 


که در ضرب دونوان» وقتی پایه‌های مشترك دارند» باید نماها را باعم 
جمم کرد وهم اینکه وقتی نمائی برابر صفر باشد» حاصل تشوان برابر 
واحدمی‌شود: 

1 11+)- ۷3 


تس ۲ 
<< ۲۷6< ِ۲-< 6 ۲6 


بالاخره» باید مجذور جمل دوم را بدست آوریم: ۳ 


به این ترتیب؛ مجذور سمت راست تساوی» چنین می‌شود: 


اک ۴ 
۷ 1۵ ه 
ودر نتیجه: 
و و 
۷ و( و ( ۷۷۲۲۵۱۷ 
حالا» دوطرف تساوی رابر ۲ تقنتیم م یکنیم» بدست می‌آید: 
609۲(۲) ۲ 


سم ۴ 
2 3 
بب عل؟ 


۴ ۴ ۱ 
بر ای‌ما آشناست ودره اقع ب راب است‌با۴ دوم بنایراین 


واین‌عبارت 


۲6۵۵۲ (۲ ۰09۴-۲۱ 


که البته برای اینکه برای کسی سوء تفاهم نشود و 0۴4-۱ را ۵ ومه 
نهندارد, بپتر است آثرا به ایتصورت بنویسیم : 


۱-۴ ع- ۲( ۲۵۵۵۲ 


۳۸۸ ازی ب بنهایت 


بالاخره» اگر دو طرف این تساوی را بر ۲ تقسیم کنیم» بدست می‌آید 


۱+۴ 
۲ 


05۲(۲») 
واين یکی از رابطه‌های مثلئاتی است که به خوبی با آن آشنا هستیم؛ 
همانطور که می‌بینید» در این رابطه هیچ ردپایی از ز وجود ندارد. 

ممکن است. بابدست آوردن این نتیجه آرامشی پیدا کنیم» جلوتر 
نرویم ودچار این اشتباه شویم که چیز تازه‌ای بدست نیاورده‌ايم. ولی؛ 
اگر به جای توان دوم مجموع دوجمله را » با استفاده از قائون بسط 
دوجمله‌ای‌نیو تون به‌توانهای‌دلخواهی برسانیم »«دريك لحظه»» دستورهای 
مثلثاتی تازه‌ای پیدامیکنیم. 

من از خواننده به خاطر این محاسیه‌های طولانی» عذرمی‌خواهم 
که‌ظاه رآ نتیجة آن. تنها یادآوری يك قانون آشناست. ولی» من گمان 
می‌کنم که خواننده باید دست کم در يك مورد ببیئد که چگونه ممکن 

۱ 

است: عنصر [ » که به محاسبه‌عا جان تازه‌ای‌میدهد‌خودناپدیدمی‌شود. 

ولی» اهمیث اصلی [ » در ایشجانیست. 

کاملا" روشن است که وجودز ‏ این مکان را به مامی‌دهد که 
آخرین معادلهٌ درجه دومی را که غیر قابل حل به نفار می‌رسید »حدل 
کنیم. واصولا" به همین منظور بود که را پذیرفتیی وحالا به برکت 
وجود آن» می‌توانیم ازعددهای منفی هم جذر بگیریم. درست است که 
ما به مقداری «خیالی» متوسل شدیم» ولی اطمینان داشته باشید. که ما 
وقت خود را بیجهت تلف نمی‌کنیم ومی‌توانیم ثابت‌کنيم که هیچکس 
نباید به چنین مقادیری بی اعتنا باشد. مثلا"» برای معادلهً 


قاب ساز نده ۳۸۹۹ 


۳ج ۲ 
ی رم 


س ‏ ا( ۷‏ ») 
می توانیم جواب را پیدا کنیم : 

| 
ضمنا: [۳ص و يا ز۳- ۷ . اگر اب رابه سمت راست‌تساوی 
ببریم؛ دو «ریشةه معادله بدست می‌آید ( جوایمای معادله‌راوریشههای 
آن عم مي‌نامند» واين نامگذاری به این مناسیت است که در بیشتر 
جوابها علامت ریشگی وجوددارد): 

۲۲و و۲۳ عبر 


عددهایی بدست می‌آید که ازمجموع دوقسمت تشکیل شده است: حقیقی 
و «خیالی؛. قسمت «خیالی» اين عدد راء موهوهی می‌نامند . چنین‌تر کیبی 


۳۹۰ بازی‌یا بینهایت 


از دنیای حقیقی با دئیای موهومی را؛ عددختلط گویند. اگرچه دوعدد 
مختاطی که دربالا نوشتیم»«چیزهایی نبوده» به‌نظر می‌رسند» و لی‌مجموع 
آنها؛ عددی حقیقی است. زیرا ضمن جمع ۰ ۳+ و [۳- با هم حذف 
می‌شوند. علاوه بر آن» می‌توان به سادگی تحقیق کرد که حاصلضرب‌این 
دوعدد مختاط هي عددی حقیقی است. 

بین عددهای مختلط عد دها ی حقیقی و همپعنین عددهای‌موهومی خا لعی 
هم وجود دارد. مثلا" ۵ سدژه سدن ؛ يك عدد حقیقی و [۷ ]۷ هزيك 
عدد موهومی خالص است. 

اگربخواهيم ازيك‌عدد منفی» ریشة چارم‌باششم يا هشتم‌بگیريم؛ 
باز هم به همان اشکال مربوط به ریش دوم برخورد می‌کنیم. 

هميشه وقتی که يك عدد را به توان عددی زاج برسانیم» خراه 
پایة آن مثبت باشد یا منفی» به عنوان‌نتیجه: يك عدد مثبت بدست می- 


آید. مثلاآ برای ريشة چهارم عدد ۱۶سه نسه بین عددهای مقبت ونه 


بین عددهای منقی: نمی‌توانیم جوابی پیدا کنیم» زیر ا 
۷۷۲۰۲۰ ۷ ۲ ۲(۴) 
دع (۴ )رم (۲ )سا (۲ )ی( )دک( -<) 


ممکن است تصور شود که برای این ریشگیم‌ای مختلف. باید عنصرهای 
یدهآلی تازه‌ای را وارد در ریاضیات کنیم. ولی: بم‌یچوجه:چنین کاری 
لازم‌نیست. واین» یکی از زیباترین وشگفتی آورترین پدیده‌های ریاضیات 
است که نثبا با استفاده از همین عنصر ز ؛می‌توانیم امکان‌بدستآوردن 
هر ریشه‌ای‌را: با هرفرجه‌ای که داشته‌باشد: در اختیارداشته‌باشیم . 


قالب ساژ نده ۳۹ 


قضية اصلی جبر 

علاوه برآن» می‌توان ثابت کرد که در حوزة عددهای مختلط هر 
معادلةً جیری؛ بدون‌توجه به‌اینکه چه درجه‌ای دارد؛ دارای جواب است. 
این نتیجه راء قضبة اساسی جر گویند. واين» هیچگونه تناقضی با قضیة 
آیل نداردکه بناب رآن» عدم وجود راه حل کلی یرای معادلهُ درجثپنجم» 
ثابت می‌شود. اثبات قضیهُ اصلی جبر » تنبا بسك و اثبات وجوده است 
وهیچگونه دستورالعملی برای آوردن جوابهای معادله (به کمك چیار 
مل جات دود کید تناو 

ضمن جذر گرفتن؛ هميشه دومقدار بدست می‌آید: یکی با علامت 
«» ودیگری با علامت « ». به همین مناسبت» معادله درجه دوم در 
حوزه عددهای مختلط» عميشه دو جواب دارد. ولی‌آیبا وافعاً همیشه؟ 
معادلة 

2۰ ۳(۲ - ) 
تنپا يك جواب دارد » زیرا عددی که از مجذور آن » بدست آیده» تنها 
خود * است وبنایراین 
هس ۳ مت پر 
یعنی ۶-۳ 
واین تنپا جواب معادله ماست. ولی؛ این معادله رایه این تر تیب هم‌می- 
توان نوشت: 
جح و بزتو س اور 


به‌جای این عبارت: می‌توان عبارت دیگری در نظر گرفت که با نقریب 


۷۲ بازی با بیته بت 


خوبی به آن نزديك باشد به این ترتیب که به جای ضریبهای۶)۱-و۹٩»‏ 
عد دهایی راقرار دهیم که کاملا" مساوی اینپا نباشند» ولی خیلی بدو ۱ 
ع و ٩‏ نزديك‌باشند (مثلا ه 0۹۹۹-۵۹۹۹۲۹۰ هر 
قدر که اين معادله به‌معادلهة مانزدیکتر باشد» دو ریش آن به هم نزدیکتر 
می‌شو د. بنابرایسن: می‌توان گفت» در لحظه‌ای که این معادله» دقیقاً 
پمال 
مت 

منطبق شرد؛ ریشه‌های آن با هم برایر می‌شود. 

معادلة درچُ چهارم: چند جواب دارد؟ معادلة 

ار 

را می‌توان بدون کمك زحل کرد. اگر 4-۱ يا ۱- را به توان چپار 
برسانیم» در هر دوحالت یه عدد ۱ می‌رسیم. بسه اين ترتیب : ممکن 
است بگوییم که برای این معادله» تنپا دو ريشة ۱ و ۱ وجوددارد. 
ولی» در چنین صورتسی: صدای ز بلند سی‌شود: «صبر کنید! مطلب را 
درست نگفته اید! يك معادلة درجذ چپارم» بایدچپار جواب داشته‌باشد. 
شما نمی‌توانید» بدون وجود من: از اینجا عبور کنید!» 

و درواقع هم ز یکی از ریشه‌های معادله است وبه جزآن و سب 


را هم باید به حساب آورد. زیرا 
ت<(۱ ) ۰ (۱س) تال از .1ص 
و )ی (۱ست) ,1( س), (ست) . () (ت) سا( ) 


به این ترتیب» ز درخانوادة ریشه‌های هرمعادله‌ای داخل می‌شود. می‌توان 


قا لب ساز نده ۳۹۳ 


ثابت کرد که در حوزه عددهای مختلط؛ هرمعادله‌ای» به تعداد درجه‌ای 
که دارد؛ دارای‌ريشه است. ضمناً باید هميشه به یادداشت که بعضی از 
ریشه‌های‌معادله» می‌تو انند پاهم برابر باشند. 

ببه این ترتیب است که ژ» وارد درجیر مسی‌شود وبه آن خدمت 
م یکند. 

ولی» خیلی بیش از معادله‌ها: ز به‌نظریه تابعها» شحدمت می‌کند. 

برای اینکه به این داستان بپردازيم اول باید بگوییم که‌عددهای 
مختلط راء چگونه تصور می‌کنند. 

ز را به عنوان واحدی از نوع جدید در نقار می گيریم. برای این 
منظورء و راروی خط راست عددی تازه‌ای نشان می‌دهیم. نقطة صفراین 
محور عددی را می‌توان بسرنقطٌ صفر خط راست عصددی حفیقی؛ منطبق 
دانست؛ زیرا]<ه برابر است با *. به این ترتیب» این دو خط راست 
عددی رامی‌توان درست مثل دستگاه محورهای مختصات » فرض کرد: 


به کمك این دستگاه» می‌توان هرعدد مختلط را: که به صورت مجموعی 
از يك عدد حقهقی ويك عدد موهومی است» به صورت‌نقطه‌ای از صفحد» 


۳۹۴ بازي با بینها یت 


نشان داد. طول این نقطه: باقسمت حقیقی وعر ض آن» با قسمت‌موهومی 
عدد پراپر است. در اینجاء نمایش چند عدد مختاط را می‌بینید: 


به این ترتیب؛ عددهای مختاط نه برخط راست عددی بلکه بر صفحة 
عددی قرار می گیرند. 

قدر مطلق يك عدد مختلط به معنای فاصلةٌ آن از نقَطهُ صفر 
است. این فاصله. می‌تواند بزر گتر ویا کوچکتر باشد ولی» عسددهای 
مختاط زیادی هستند که دارای يك قدر مطاق‌اند» یمنی بسه يك فاصله. 
از نقطةٌ صفر قرار گرفته‌اند. چنین عددهایی روی محیط دایره‌ای» به‌مر کز 
قرار دارند: 


هیچ مینایی وجود ندارد که بنابر آن؛ یکی از این عددها راء کوچکتراز 


قالب ساز نده ۳۹۵ 


دیگران به‌حساب آوریم» بنابراین ؛ درحوزءة عددهای مختلط نمی‌شود 
دربارة «بزر گتر» پا «کوچکتر» بودن عددها» گفتگو رها 

باوچود این به‌سادگی معلوم می‌شود که‌درمورد عددهای مختلط 
هم همه قائونهای قیلی برآی انجام عملمها را؛ می‌توان به‌کار برد‌به 
ایسن‌ترئیب که دراین عملما: ز را مقداری مجمول به‌حساب می‌آوریم» 
تنها هر جا که به آ[ برخورد کردیم؛ به‌چای آن - قرار می‌دهیم . 

بط تابع به رت توانی 

حالا» دوبارة به یکی از نتیجه‌های قبلی برمی گر دیم . درمثال 
مربوط به شکلاتها» بدست آوردیم : 


۱ 


و هه ۱ 


سا 
اس بت بت با و 


در سمت راست» هرجمله برابر است بایکدهم جمله قبلی: ی عبارتست 

از نسبت هر جمله به جمله قبل از آن؛ یعنی .» برابر با قدر تسیت‌این 
نسبت 19 

تصاعد هندسی است. سعی می‌کنیم»۱2 را طوری بنویسیم که نقش عدد 

۹ 


3 در آن به روشنی معلوم باشد: 


۰ 


ما می‌دانیم که صورت ومخرج يكك کسر را می‌توان بريك عددتةسیم کرد, 
صورت ومخرج کسر احیررا بر ۱۶ تفسیم می‌کنیم : 


۳۷۰۹ بازی با بینهایت 


۳ :#۹ ۳ 1 ی د 
یه اين ترتیب» به کسر خ می‌رسیم که به روشنی به كمك بیسان شده 


است. در واقع» اگر جرا از واحد کم کنیم» بلافاصله بدست م یآید. 


وبنابراین داریم: 


اگر به جای ۰ مقدار آنرا که درسمت راست تساوی نوشته‌ايم قرار 
دهیم» بدست می‌آید: 


سل پل بت برع 


موم معا 


نتیجه‌ای راکه‌دراینجا بدست آوردیم.می‌نوان همومیت‌داد. اگرقدرنسیت 
تصاعد هندسی؛ به جای» مثلا" برابر ؟ باشد» هرجملة تصاعد» برابر با 
۰ ۴ 


دو سوم جمل قبل از آن می‌شود. در این حالت هم می‌توان ثابت کرد: 


و ۱ 
ولی نباید فرامو ش کرد که مجمو ع جمله‌های‌هرتصاعدهندسی رانمی‌توان 
بدستآورد؛ برای‌قدرنسیتهای مساوی۱ 1 یا۱-)وهمچنون قدرتسیتهایی 
که قدر مطلق آنها از واحد بیشتر باشد» تصاعد هندسی ماء متقارب 


نمی‌شود. 


قا لب ساز نده ۳۹۲ 


با وجود این می‌توان ثابت کرد که اگر قدرنسبت برای پاعددی 
بین ۰ و ۱ باشد - حتی اگر اين قدر نسبت ؛ خیلی به واحد نزديك‌شده 
باشد - همیشه باتصاعدی متقارب سرو کارخواهيم داشت. ثابت می‌شود 
که مجمو ع‌چنین تصاعد متقاربی را می‌توان دقیقاً به همان صورتی‌نوشت 
که برای قدر نسبتهای "و بدستآوردیم.بتابراین؛ همه قدرنسبتهایی 
که در موردآناء می‌توان مجمو ع‌جمله‌های‌تصاعدهندسی را بدست آورد» 
روی‌خط راست عددی؛ بین ۱- و 1-۱ قرار گرفته‌اند: 


صص ی ی سس سس 
۲سا ۳ 


۳ 51 ِ 0 ِ- 
حالاء عددی را روی‌این پاره عط در نظر می‌گیریم . بدون ایذکه 
مقداراین عدد را دقیقاً مشخص کنیم» آنرا به و« نشان می‌دهیم . حتی‌حالا 
که‌از مقدار این عدد.اطلاعی نداريم» می‌توان در بارة دنبالة هندسی کدیه 

کمك آن بدست می‌آید. گفتگو کرد: 


| 


وبرای این دنبال رابطة زیررا نوشت: 


وکا ور و۱ 


این تساوی» برای هرمقدار ‏ درست‌است و تنها شرطی که در ایتجالازم 
استایشست که > مقداری بین ۱ و 1-۱ باشد, 


روشن است که مقدار ل- » بستگی به اپسن دارد که عدد را 


۱-۷ 


چقدر در نظر بگیریم و بنابراین مقدار این کسرء تابعی از می‌شود. در 


۲۹۸ بازی با بینها بت 


اینجا می‌گوییم که اين تابع رابه صورت يك «شنه لوانئی بسط داده‌ایم 
بعتی به‌صورت رشق نامحدودی کداز مجموع توانهای‌صعودیو :درست 
شده است. مجموعب‌ای جزئی این رشته» مقادیر تقریبی را به‌مامی- 
ده‌ند,وهر چه تعداد جمله‌ها را بیشتر بگيريی این تقریب» بمترمی‌شود. 
در تقریب نخست: به جای مقدار می‌توان عدد ۱ را انتخاب کرد؛ 
تقریبی بهتر از آن؛ برابر«ا ي و با هم بستر از آن برابر ۱۷ 
می‌شود وغیره. 

پرسشی کلیتر پیش می‌آید: آیانمی‌شود هر تابع دلخواه را بسه 
صورت يك رشته توانی بسط داد رروشن است که درحالت کلی» تباید 
انتظار داشته باشیم که این رشته نوانی‌کاملا ودقبقاً شبیه همان‌رشته‌ای 
باشد که ما هم اکنون از آن گفتگو می‌کردیم» بلکه باید انتظاررشته‌ای 


را داشند پاشیم که از توائمهای پر همراه با ضربسپای عددی 4 درست 


شده باشد). اين یکی از جدی‌ترین مسأله‌های نظرية تابسهاست. تابین.. 
خیلی ساده بود.ولی مامی‌توانیم‌تابع پیچیده‌تری» مثل يك‌تابع‌مچم‌ول- 
القوه را هم» به صورت رشته‌ای از توانهای ‏ » بسط دهیم؛ وساده‌تر اژ 
همه موقعی است که پایه را برابر بسا -.. ۲/۷۱ 6 بگیریم. درایسن 


حالت؛ برای هر مقدار دلخواه ر بدست می‌آید: 
۴و۲ ۱ 
و کم ارت +۱4 حاع 
"۳ !۲ 


فایده اپن دستور» وقتی روشن می‌شود که بخواهیم برای عدد 
معینی از ؛ مقدار *6 را محاسبه کئیم. به‌این ترتیب ؛ حاصل توانهای 


قالب سازنده ۳۹۹ 


عدد و رکه شکل دهدمی‌آن بی‌پایان است)» دردسترس‌ما قرار می‌گیرد. 
البته, این محاسبه خیلی مطبوع نیست؛ ولی؛ اگر »» مقدار کوچکی 
باشد» می‌توان به جای این تابع نمائی» + و را انتخاب کرد یعنی 
مقدار را به ۱ اضافه کرد؛ می‌ببنید که چگونه کار را دریعضی‌حالتها 
ساده می‌کند. 

ار هم بخواهيم مقدار دقیقتری برای حاصل تابم‌نمائی بدست 
آوریم؛ کافی است تعداد جمله‌های مجموع جزشی را بیشتر بگیریم 6 
یعنی‌یکی دوتسوان متوالسی را محاسبه کنیم . مثلا" : اگر بسخواهيم 
ازعدد گنگ"(... ۲/۷۱) » ربشد دهم یگیریم » به اين معناست که باید 


۸ را محاسیه کنيم که منجربه محاسباتوانهای دوم» سوم و 
چپارم کسر می‌شو دکه به نوی خود.به‌سرعت وسادگی بدست می‌آید. 
وجقدر وب است که این بسط برای همه مقادیر ‏ »درست‌است. 

تابعهای لگاریتمیوتابعهای مثلثاتی راهم می‌توان؛ به صورت 
رشته‌های توانی بسط داد؛ در زمان»۱» جدولهای لکٌاریتمی‌ومثلغاتی را 
براساس‌همین بسطبها محاسیه می‌کنند. 

ولی» این رشته‌ها؛ همیشه برای هرمقداری ازر متقارب نیستند و 
ما باید همیشه‌توجه داشته باشیم که دچار اشتباه‌نشویم‌و مثلا" درمواردی 
که اصولا" ازنقریب نمی‌توان سخن گنت ؛ به این فکر نيفتیم که مقدار 
را با «مقادیر تقریبی»آن عوض کنیم. از اینجا؛ اين پرسش پيش‌مي‌آید 
که اگرتابعی دربر ابر ماباشد» چگونه می‌توان مقادیری از * را پیدکرد» 
که به ازای آنهاء ثابع مفروض بتواند به يك رشتة توانی تبدیل شود؟ 

دوباره به هماًن‌تصاعد هندسی خودمان برمی‌ گردیم. روشن کردیم 
که بسط 


۳۰۰ بازی با نها یت 


اک کرو اپورا رح 


تنها روی پاره خط از ۱- تا ۱-د: درست است: 


۱ 9 ۳ 
سس سس ویو وروی رو ور و ار نسوس 
آیا روی شود تابع - سل همه عدد ۱ (ودر طرف دیگرصفر؛عدد اس)باید 
به عنوان مرزی شناخته شود؟ 


بدون تردید! اگر 5 برابر با مقدار ۱ شود چه پیش می‌آید؟ 


۱ ۱ 


ات۱ 
که خو د همین نوشته مارا متوقف می‌کند. آخر» تقسیم برصفررا برای 
ما قدغن کرده‌اند! به‌اين ترئیب» اگر ماه رشتة تصاعدی را هم در برابر 
خود نداشتیم + خود تابع فر فریاد می‌زد که: ردر نقَطهٌ ۰۱ توقف کنید!» 
آیا؛ همیشه يك‌تابع به همین ترئیب به ما نشان می‌دهد که تا کجا 

حی داریم برویم؟ در حوزه عددهای حقیقی؛ اینطور نیست وبرای اینکه 
این مرزها را بشناسیم باید برای هر تابع» زحمت بسررسی جداگانه و 
مخصوص به‌آنرا؛ متحمل شویم. درحوزة عددهای حقیقی‌هم در لحظه‌ای 
که‌دچار اشکال شده‌ایم» صدای [ بلتد می‌شود که من می‌توانم مشکل‌شما 
را حل کنم. 

مشالی‌بیاو ریم .نحو انندةما. که‌تاحدی‌با تصاعدهندسی آشناست. بلافاصله 
۰ شود که را مي‌توان به‌این ترت شیذتو ان 
متوجه می‌شود که‌تایع ۳ را می‌توان به‌این ترتیب. به رشتفتوانی 


بسط داد: 


قالب ساز نده ۳۰ 


۱ 
۰۰ لت کر ی و سر ۳ 1 ۳۳۹ 


این رشته‌هم وقتی » وتنما وقتی متقارب است کهیز بین ۱-و 1.۱ قرار 
داشته باشد: 


سر ودره رت و رت دز مس مه 
۱ 0 سب 


آیا در اینجا هم می‌توان با مراجعه به حود تابع» این مرزها را مشاهده 
کرد؟ به‌جای »ر؛ عدد 4۱ را قرار می‌دهيم : 


۱ ۱ ۱ 


۲ ۱3۱ 11-۱۳ 
در اين مورد که همه چیز روبه راه است. شایسد» باید اشتباه را در مرز 
دیکر جستجو کرد به جای »زر ءعدد ۱-را قرار می‌دهیم : 
امس مات ارب از گس 

۲ او )+۱4 
می‌بینیم که در اینجا هم» هیچ چیز بدی پیش نیامد. 

به نظر می‌رسد که به وضع تامطلوبی دچار شده‌ايم. 

همینجاست که صدای ز را می‌شنویم: «برای چی. مرا به جای »ر 
نمی گذارید؟» ز راقرار می‌دهيم: 


تیه توش دی 
۳ 

ایست! دوباره به تقبیم برصفر رسیدیم! اگر عددهای مختلط را برروی 
صفحه به یاد بیاوریم» بلا فاصله متوجه می‌شویم که فاصله [ هم از 


نقطهُ صفرء برابر با واحد است. اینکه به خحصووص دراین نقطهتابع‌دچار 


۳۰۲ بازی با پینها یت 


اشکال‌می‌شود.یه‌این معناست که ماحق نداریم از مرز «واحدهاه بگذریم : 


ه ۵ 


به این ترتیب؛ معلوم می‌شودکه مقادیر تابع راء علاوهبر نقطه‌های‌حقیقی» 
در نقطه‌های موهومی هم پاید بررس ی کرد. و این يك قانون کلی است: 
اگر نقطه‌ای وجود داشته باشد که تایع در آنجا به مانعی برخور دکند» 
نمی‌توان این تابع را در نقطه‌هایی که فاصلهة آنها بیشتر از فاصله این 
نقطه تا * است» به رشتذ توانی بسط داد. بتایرایسن» بین نقطه‌هایی از 
صفحة عددی مختلط که برای تابع نامطلوبند. باید نقطه‌ای را پیدا کرد 
که از همه به نقطهٌ صفر نزدیکتر باشد» منعطقة پی‌عطری که در آنجامی- 
توان تابع را به‌رشتة بوانی بسط داد. در محدودة فاصله این نقطه از * 


قرار دارد: 


تیاط زه 


محود موهومی احتیاط هو 
احتیاط ؛ 


احتیاط : 


محودحقیقی 


دایره‌ای؛ به‌م رکز نقطه صفر» بدست مي‌آید, رشته در داخل این دایره» 
واحتمالا" در بعضی از نقطه‌عای محیط دایره متقارب است» ولی» حتی‌در 


یکی از نقطه‌های بیرون ازدایره»متقارب نیست. ولی» این دایره. هميشه 


قالب سازنده ۰۳« ۳ 


روی محور حقبقی» فاصاه‌ای را جدامیکند که نقطة» درمیان‌آنست. ۰ 
می‌بینیم که درباره ژ ظاهرشد تانظم و آشتی رابرقرار کند. اگربخواهیم» 
می‌توان‌ترتیبی داد که ز ناپدید شود. مامی‌توانیم به‌همان فاصلة حقیقی 
کدبا استفاده اریاری‌دوستانة ز پیدا کر دیم» اکتفا کنیم. ولی؛ ریاضیدان 
بادوقاز 1 صرفنظر نمی کند. وقتی که [ می‌تواندء‌چنین کمکس‌ای با ارزشی 
به‌ما بکند ء هیچ دلیلی‌ندارد که به آن. به نظر چیزی‌ که «وجود 
ندار دی نگاه کنیم. همین «وجوده ز است که ما را به دنیای شگفت آور 
نظریهُ‌تابعهای بامتغیر مختلط می‌برده دنیای تازه‌ای؛ که در آلجاهمه‌چیز 


مثل دنیای حقیقی منظلم وبه قاعده است. 
۶ رازهای هنر 


وقتی که با يك اثر تاه هنری روبه رو می‌شوید » به سختی می- 
توانید خود را از زیر نخستین تأثیرهای آن نجات دهیدو معمولا ذهن 
شما متوجه موضوعمای دیکری می‌شود. شما می‌خواهید بدانید که این 
اثر چگونه به وجود آمده است. شما می‌خواهید از سرنوشت پنمانی و 
انسانی آن: آ گاهشوید درغم و شادی هترمند ودر کار دقیق روزانه او 
شريك باشید. و باروش کار او آشنا شوید.و آنوفت؛ بعد ازهمه اینمهاست 
کدبه‌اثر هثری نگاه می‌کنید. ۱ 

ازدنیای اختراعی خود به زمين بر می‌گردیم ونگاهی به رازهای 
ریاضیات می‌اندازيم ‏ هر قلر هم که من تلاش کنم بازهم نمی‌توانم از 
خحواننده پنهان کنم که بررسیهای دقیق و آزار دمنده‌ای انجام گرفته‌است 
تاریاضیات یه اینجا رسیده است. 


من» وقتی که می‌خواستم این کتاب را پدیدآورم» پیش از هرچیز 


۳۰۴ بازی با پینهایت 


دیگری؛ به این موضو ع علاقمند بودم که از «فلسنة وجودی» مشتق سر 
درآورم؛ به خحصوص از اینجبت که مشتق. بهرازه‌ای هنرمندانه‌ای که 
مربوط به روشهای رباضی است» بستگی دارد. درست استکه مشتق‌را 
نمي‌توان» سبت به آنچه که تاکنون آفریده شده است» دربالاترین‌مرتبه 
گذاشت. ولی اهمیت و ارزش آن بی‌اندازه زیاد است. هیچ کار بزرگی 
نیست که به‌ریزه کاریهایی نیازنداشته باشد. 

ما از همان آغاز کار گفتیم که مفبوم تابعهستةٌ اصلی تمامی 
ریاضیات است واینرا هم گفتیم که تصو بر » تابع را می‌توان به وسیلة 
منحتی متناظر باآن داد. ولی» این تصویر» خیلی دقیق نیست. 

مادر آغاز؛ منحتی را از پاره خطبای راست می‌ساختیم» سپس 
نقطه‌های بینابیتی راء وهرچه ممکن بود. نزدیکتر بسه هم» انتخاب‌می 
کردیم» ومنحنی را به‌صورت‌صاف وهمواردرمی آوردیم. ولی» وقتی که 
با این روش وبه كمك قلم؛ متحنی را هموارمی کنیم؛ مشکلاتی به‌وجود 
می‌آید: درشکلی که رسممی کنیم به سختی‌می‌توان» حتی‌بین يك شانزده 
ضلعی بادایره تفاوت گذاشت. 

به سختی می‌توان امیدوار بودکه ازچنین شکل غیردقیقی بتوان 
ننیجه‌هایی در بارژورفتار؛ابع مور دنظرمان‌بدس تآورداروشهای‌دقیقی‌لازم 
است تا بهکمك آنها بتوان حتی انحرافهای خیلی کوچك را کشف 
کرد و «رفتار» تابع را با مردقت دلخواهی؛ دتبال کرد. و اين وسیلة 
دقیق» همان مشتق است. 


امتداد مماس 


از شکل آغاز می‌کنيم. 


قالب ساز نده ۳۰۵ 


وقتی که من کوشش می‌کردم؛ يك سیمی را رسم کنم ؛ گفتم که 
بازوهای آن دارای شیب زیبادی هستند. ولی وقتی که از امتداد يك 
منحتی هموار سخن می‌گوییم» منظورمان چیست ؟ 

ماءعیلی خوب امتداد خحط راست را می‌شناسیم؛ شیب‌خط راست 
رامی‌توان درهرنقطه‌ای اندازه گرفت. درمورد خحط راست؛ مطمئن‌شده‌ایم 
که هر گزمنحرف نمی‌شود وهمیشه در امتدادنخستین خود باقی‌می‌ماند. 
ولی. خط منحنی راء به‌اینجپت منحنی می‌ گویند که دائماً امعداد خودرا 


عوض می‌کند. یکی ازنقطه‌های منحنی را می‌گيريم و آزاو می‌پرسیم : 


‌‌ 


ولی» منحنی «انحنا دارد؛ نرم است ؛ نقطه‌ای را که گرفته‌ایم از زیر 


«امتدادتوچیست ؟: 


دست می‌لفزد وهیچ‌پاسخ‌مشخصی‌نمی‌دهد. ولی ما ازمیدان درنمی‌رویم» 
احساس مانباید نادرست باشد» منحنی حتماً در ابن نقطه‌ای که انتخاب 
کرده‌ايم» امعدادی دارد؛ بیجت نبود که دربارة شیب مذحنی‌صحبت 
کردیم. 

فیلم را به‌عقب می‌بریم تاجایی که متحنی هنوز : اینطلور هموار 


نشده بود وروی آن؛ نقطه معینی از منحنی را انتخاب م ی کنیم : 


۳۰۶ بازي با پینها یت 


در نقطه‌ای که نشان کرده‌ايم يك «شکستگی؛ » يك «تغییررچهت» وجود 
دارد وروشن است که‌منحنی در آنجاء امتداد مشخصی ندارد. قبل آزاین 


نفطه: جپت» اینطور است: نم 


وبعد ازآن. اینطور: 


ی 


ودر خوداین نقطه. جهت خط عوض می‌شود. حالا» فیلم را کمی به‌چلو 
می‌بریم» تا جاییکه تعداد بیشتری از نقطه‌هسای بینابیتی هم وارد عمل 


شده‌اند : 


در اینجا» شکستگی. کمتر شده است: 


ی 


و دو امتدادی که‌در این نقطه به هم‌رسیده‌اند» تفاوت کمتری دارند. 
اگر بازهم نقطه‌های بینابینی را زیاد وزیادتر کنیم» نمی‌توانیم 

شکل را به عوبی نشان دهیم: ولی: می‌تسوانیم حالتهایی را تصو رکنیم 

که در آنها؛منحنی مرتباً همو ارو هموارتر شود و درنتیجه اختلاف‌امتدادها 


قالب ساز نده ۳۰۷ 


در قبل وبعد از نقطد؛ کمتر و کمتر شود. 

وامتدادمنحنی در این نقطه عبار تست ازهنین امتدا همهم کر داز 
تزديك شدن دوضلع دو طرف آن» وقتی منحتی به اندازة کافی هموار 
می‌شود» بدست می‌آید. 

اکر قبول کنیم؛ دوپاره خطی که در اين نقطه بسه‌هم می‌رسند: در 
واقع به‌سمت يك امتداد میل کنند. آنوقت می‌توانیم » یکی از آنبا را 
انتخاب کنیم وبررسی خود را روی‌آن انجام دعیم. نقطه‌ای روی‌منحنی 
در نظر می‌گیریم» اگر بخواهيم امتداد منحنی را در این نقطه پیدا کنیم 
کافی است از آنجاعط راستی رسم کنیم که منحنی را در نقطة دیسگری 
قطع کند: 


قح ان 


به این ترتیب: قاطعهای مختلفی بدست می‌آید. 

هرچه نقطةُ دوم را نزدیکتر به نقطة اول بگيريم پاره حط قاطع 
در داعل منحنی: کوچکتر می‌شود. اگر به‌جای حط قاطع. يك خحط کش‌در 
نظربگیريم و آنرا به طرف بیرون منحتی دوران دهیم. به نحوی که‌یکی 
از نقطه‌های برخورد آن با منحنی» مرتباً به نقطة خودمان نزديك شوده 


ببتر می‌فمیم که چه وضعی پیش می‌آید: 


۸ » ۳ یازی‌با پینها یت 


لحظه‌ای می‌رسد کهنقطة «جاور» برنقط‌خودمان منطرق می‌شود وخط کش 


۰ ۲ ۳ 
در بیرون منحنی قرار می گیرد: 


دراین لحظه ماتوانسته‌ايم امتدادی را بدست آوریم که ضلع بالای خط 
شکستد: به‌سمت آن میل می‌کند. اگرهم خط کش را به ترتیب زیر به 
«شحنی نز درك کنیم 
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خط کش به منحئی وبهنقطةٌ انتخابی ما در روی آن» نزديك می‌شود و 
تحفله‌ای فرا می‌رسد که به آن می‌چسبد. وچون منحنی‌و خط کش مجاور 
یکدیگر قرار می گیر ند دارای يك امتداد هستند. وچقدر حوبست که از 
تکة کوچکی از خط راست که ازوصل دونقط کاملا"ً نزديك به هم منحنی 
بدست مي آید: نجات پیدا کردیم» زیسرا خط راست؛ خاطرة برخوردخود 
را با منحنی» تا بینهایت حفظ می‌کند وامتداد آن هميشه بی تغییرباقی 
می‌ماند. 

حالا دیگر می‌دانیم که منظور از امتداد يك منحنی هموار درنقطً 

داده شده» چیست: این امتداد عبارتست ازامتداد مماسی که در این قطه 
۱ برمنحنی رسم شده است. 

این امتداد را می‌توان‌به نحوی مشخص کرد ومثلا" به کملك‌نسبتی 
که برای تعبین شیب خاکریز درنظر گرفته بودیم. همین نسیت؛ که 
شیب مماس را معین می‌ کند» عبارنست از مشتن. 

وقتی که‌پیش از اين» وازراه خالص جیری»نتیجه گرفتیم که يك 
مقطع مخروطی» می‌تواند *یا ۱ با ۲ لفط مشترك بسا خط راست داشیه 
بائد» به مفم‌وم مماس رسیده‌بودیم. در آنجا گفتیم که: اگرروی‌دوخط 
ننیا يك نقطه مشترك وجود داشته باشد؛ در آنصورت خط راست بره‌قطع 
بخروطی مماس است. ولی: این حکم تنبا وقتی درست است که‌منحنی 
با يك مقطع مخروطی باشد. این مطلب که عط راست مفروض؛ تنپايك 
له مشترك با منحنی‌دارد » نمی‌تواند به عنوان خاصیت مشخص کنندهة 
ساس؛ درنظر گرفته شود. اگر مثلا"‌متحنی گرهی‌داشته باشد: 


۲۰ بازی با بینها یی 


خط راستی که ازاین نقطهگرهی‌می گذرد» و لواينکه‌تنايك نقطةمشترله با 
منحنی داشته باشد» نمی‌تواند مماس پرمنحنی به‌حساب آید. به عبارت 
دیگر؛ امتداد چنین خطی را نمی‌تسوان به عنوان امتداد منحنی در ایسن 
نقطه. به حساب آورد. به طورکلی؛ منحنی در این نقطه امتدادمشخصی 
ندارد؛ خط راستی که ما کشیده‌ايم حتی‌برامنداد رات نقطةٌ گرهی‌منحنی 
ویا بر امتداد چپ نفطه گرهی منحنی» منطبق نیست. 

در مورد منحنی 
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هم می‌بینید که حط راست, دو نقطه مشترگ بامنحنی دارد» باوجوداین: 
درنقطهٌ اول» بر آن مماس است؛ زیرا در اين نقطف کاملا؟ مجاور منحنی 
است. 

آنچه را که‌دربارة مماس گفتیم؛ هنوز کافی نیست : خط راست 
ممکن است برسنحنی مماس باشد ودر عین حال در همان نقطه » متحتی 
را قطع کند. مثلا" این خط راست 


قالب ساز نده ۳۱ 


درست درهمان نقطه‌ای که برمنحنی مماس است؛ از مئحنی می‌گذرد و 
آنرا سوراخ می‌کند. ولی درعین حال این خط راست»بدون هیچ‌نقصی 
هم از طرف پایین و هم از طرف بالاء به‌منحتی چسبیده است وبتابراين 
هیچ دلیلی ندارد که آثرا مماس به‌حساب نياوريم. 

به همین مناسبت است کذباید مماس‌را حد قاطعی‌دانست»و قت ی که 
نقله‌های برحورد آن پامتحنی بدهم نز ديك ونزدیکتر شود. این وضح در 
مورد دومثال اخیر هم درست است وشمامی‌توانید به كمك خطکش» آنرا 
آزمایش کنید. 

به این ترتیب» اگربخواهيم امیداد مماس را پیدا کنيم» بسه‌هیچ 
نرتیهی نمی‌توانیم از بررسی دقیق وجدی قاطعبایی که کاملا" نز ديك‌به 
هم قراردارند» صرفنظر کنیم. 

روشن است که کار باخط کش:نمی‌تواند روشی دقیق باشد؛ واگر 
مابخواهیم امتداد منحنی را به‌طور دقیق؛ معین کنیم» ومثلا" برای‌وضع 
يك فانون از آن استفاده کنیم نمی‌توانیم برنتیجه‌ای که بسه كمك خط. 
کش بدست می‌آید» تکیه کنیم. روشبای دقیق را نمی‌تسوان روی شکل 
جستجو کرد؛ بلکه باید به‌محاسبه متوسل شد. 

به يك مثال می‌پردازيم. فرض کنید که بخواهیم «رفتاره تایعی 
را که به وسیلهٌ معادلهُ ۱ ۱ 

۲ < ل 

معین شده است؛ روشن کنيم. مامی‌دانيم که«تصویره آن» يك سممی‌است 
حالا می‌عواهیم با دقت معلوم کنیم که مماس براین سیمی در نقَطٌ به 
طول برابر ۱:چه امتدادی دارد. 


مقدارعرض این نقطه پرابر است با ۱۳-۱ بنابراین»ءسهمی 


۲ بازی بابیتهایت 


ما انقطه (۱:۱) می‌گذرد. به‌جستجوی جمت مماس» درنقطة(۱:۱)هی- 
رویه. شکل منحنی را به عوبی می‌شناسیم : 


ِ 


ایثراهم می‌دانیم که از کجا باید آغازکنيم. ابعدا؛ باید در کنار نقطهٌ 
(۱:۱)ءنقطه‌های همسایه‌ای را انتخاب کذیم کدمرتباً به آن نز دیکترشوند. 
بعد قاطعهایی رسم کنیم که ه رکدام از آنمپا از نقطهٌ (۱:۱) ویکی از این 
نقطه‌های همسایه بگذرد وامتدادهای اين قاطعها را مشخص کنیم. ایسن 
امتدادها. بانبتهایی شبیه موردی که شیب مسپرراه آهن زامعین‌م یک ردیم 
بدست می‌آید. وبالا خر همی‌بینیم که وفتی قاطعسا ببه سمت مماس میل 
مي‌کنند: امعداد آنها: به چه چیزی نزديك می‌شو د. 

نقطه‌های همسایه راء به این ترتیب انتخاب می‌کنیم که اول بد 
انداز‌يك و احد؛سپس‌به‌اندازژیکدهم» بعد به اندازة یکصدم بعدبه اندازة 
یکبزارم از نقطاٌ (۱:۱) به طرف راست می‌رویم وغیره. در ایتصورت 
طولمهای این نقطه‌های همسایه به ترتیب» چنین می‌شوند: 

۷: ۷۱۶: ۲ ۰ 

عرضیهای این نقطه‌عار اه می‌توان‌پیدا کرد. این عرضمابه ترتیب چنین 
می‌شوند : 


۲۲ ۴۱/۱۲۱/۲۱۱ ۰۱۱۱۲۱۱۱۱0۲ 


قا لب ساز نده ۳۱۳ 


حالاء چندنکته را یادآوری می‌کنیم تا ضمن بررسی پرسشمهای مهمتر ابه 
خاطر چیزهای جزئی» معطل نشویم. ما» از ساده کنردن کسرها» اطلاع 
دادیم ومی‌دانیم که می‌توان صورت ومخرج يك کسررابر يك عدد تقسیم 


کرد. اگر مثلا" ء بعداز ساده کردن به ۲ بدست بياوريم : قح 


روشن است که عکس آنرا مم می‌تسوان انجام داد» یعنی: 4 / 
بتابراین» صورت ومخرج يك کسر را دريك عدد؛ ضرب هم‌می‌توان کرد. 
البته معمولا باچنین عملی: به کسر مفصلتری می‌رسیم» می‌توان ازاین 
قاعده» برای حالتمباپی که مثلا" باکسر نا مطبوع 

«۱ 

۰/۹ 
سرو کارداریم» استفاده کرد. اگرصورت ومخرج این کسررادرعدده ۱ضرب 
کنیم» بدست می‌آید: 

۳/۱ ام 


دس بح 
/ 1 ۰/۱ 


درست به همین ترتیب اگر صورت ومخر ج کسر ادر ۱۰۰ضرب 
زر ینور بر صور خر ج کسر سین 7 


کنیم» بداست آید: 


سم 
7« 


۷۸ "۰*۸2 
امر ۲ ۳/۹ 
۱ 22 


حالا» می‌توانیم به سالة خود بررگردیم . نخستین نقطه‌ای که‌به 
عذوان نقطةٌ مجاور خود. یعتی نقطه (۱:۱) در نظر می گیر بم به طول ۲ 
وبه‌عرض ۲۲-۰۴ است. از ایسن نقطة (۲:۴) و از نقط اولية (۱,۱)* 
نخستین قاطع را رسم می‌کنيم : 


بازی با بینهایت 


۳۴ 


۲۴ 


)۱.۱( 


۰ ۳ 7 
ابتدا» امتداد اين قاطع را پیدا می‌کنیم. اگر ازنقطة (۱:۱) به‌اندازة يك 
واحد به‌طرف راست برویمءوسپس از آنجا؛ سهو احد_به اندازاختلاف 
دوعرض- به طرف بالا برويی به نَقطهُ (۲:۴) می‌رسيم. این مطلب» در 
شکل جدیدی که رسم کرده‌ايم» روشن‌تر دیده می‌شود: 


به این ترتیب» شیب قاطم اول بدست می‌آید: 
لس ۳ 
جالا» به نقط هسایه بعدی می‌پردازيم که برای آن ۱/۱ سیر و 
همانطور که‌قبلا" هم محاسبه کردیم» ۱ - لبود»یعنی نقط۱(4 ۱/۱۰۱/۲) 


قالب ساز نده ۳۵ 


از این نقطه ونقطةٌ اولیه قاطعی رسم می‌کنيم» می‌بينيم که پاره‌عط 
بین دونقطه » خیلی کوچك شده است و دارد با منحنی مخلوطمی‌شود: 


چقسر باید به طرف راست برویم؟ به‌انداز؛ ۱ ی یعنی به اندازُ اختلات 
طولمها» عرضص نقطهٌدوم چقدر از عرض نقَطهٌ اول بیشتر است؟ به‌اندازة 
اختلاف عرضپها» یعتی ۶/۲۱ ۱/۳۲۱-۱-۰.وشیب‌قاطع دوم پرابر است‌با 


۱ ۰7۱ 
۲ ۲/۰ ت ۱ ۰*7۱ 


به نقط همسایهة بعدی می‌پردازیم» که در آن ۰۱ س پر و همانطور که 
مي‌دانيم» ۱/۰۱ <۷. در ایتجا به ذره‌بینی احتیا ج‌داریم که 
قدرت بزرگ‌نمائی آن خیلی زیادباشد. ولی» در اینجا می‌توان‌به شکل 


۳۱۶ بازک با بینهایت 


هم مراجعه نکرد زیرا از آنچه که تاکنون دیدیم؛ معلوم می‌شود که‌باید 
تفاضل عرضمها را برتفاضل طولبا تقسیم کرد. بسرای نقط آخهر ونقطه 
(۱:۱)) تفاضل عرضها پرابر 
۱/۱۲۰۱ 
وتفاضل طولهایر ابر 
۱ ۱/۰۱ 


می‌شود وبنابراین» شیب قاطع سوم برابر است با 


۰۲۰۱ 


1 
۲۱۰۱2۲ 
۰/۰۱ / 9 


اکر همین روش را ادامه دهیم: متوجه می‌شویم کهنسیت اختلاف عرضیاً 
به‌احتلاف طولما ؛ که شیپ قاطعبا را معین می‌کند ؛ بسدتر تیب چنین 


می‌شو د؛ 
۱ ۱ 
۲۳۱۵ 
می‌بينيم که دنبالة 
۱ ۱ 
6 تست و وت وو 
۰ ۱ ۰ و 1 ۰ 


به سست صفرمیل می کند ومثال مربوط به شکلات را به حاطر می آورد. 
بنابراین» عدد ۰۲ درست همان مقداری است که جمله‌های این دنباله » 
مرتباً ب آن نزديك می‌شود. ازطرف دیگرء این جمله‌ها » شیب قاطعهایی " 


است که بسه مماس نزديك می‌شوند . درنتیجه شیب مماس برسممی‌در 


قالب ساز نده ۳۱۷ 


نَقَطهُ (۱«۱) برابر است با ۲ پعنی 1 . بادردست داشتن شیب. می‌توان 


مماس را رسم کرد: 


واگر سم‌می را پانقطه‌های بینابینی بیشتری رسم کنیم. متوجه می‌شویم 
کد درواقم هم این حط راست برسپمی مماس استء 


اگرچه رسم‌شکل نمی‌تواند به‌طورکامل دقیق باشد» ما دست‌کم توانستیم 
روش محاسبه‌ای دقیقی» برای تعیین مماسء پیدا کنیم. معلوم شدکه‌باید 
نقطه‌ای در همسایگی نقطة مسورد نفارمان در روی منحنی انتخاب کنیم 
سپس‌سیت تفاضل عرضها برتفاضل طولیای این دونقطه را بدست‌آوریم 
وببینیم» وقتی که نقطه همسایه را بسه تقعه خودمان؛ مرتباً نزديك و 
تردیکتر می‌کنیم» این نسبت تفاضلما؛ به سمت‌چه مقداری میل‌می کند. 

این مقداری که نسبت تفاضلها بسه سست آن میل‌م ی کند؛ عشتق 


۳۱۸ بازی با بینهایت 


نامیده می‌شود (برای اینکه دراین‌نامگذاری» روی‌بستگی‌جد یآن‌بانسست 
تفاضلما تکیه شود می‌توان از اصطلاح فسبت دیفرا فسپلی استفاده کرد» 
که البته ریش لاتینی دارد). مشتن, همانطور که پیش از اینهم گفتیم : 
عبارنست از روش محاسبه‌ای جستجوی مماس برمتحنی هموار؛ که از 
آن می‌توانیم برای بررسی «رفتار؛ منحنی استفاده کنیم. 

برای نقطه‌های‌دیگر منحنی هم به‌همین ترئیب و با دفت‌می‌توان 
از این روش استفاده کرد. اگر منحنی هموار باشد؛ باید درهر نقطة آن» 
مماس معیتی وجود داشته باشد. شیب سپمی در نفطهُ (۲:۴) که بالای 
نقطة (۱:۱)قراردارد» زیادتر است. اگرنسبت تفاضالهارا برای نقطه‌هایی 
که مرتباً به نفطه (۲:۴) تزديك می‌شوند» محاسبه کنیم: وقتی که طول 


این نقطه‌ها را به ترئیب 


م۰ ۰۵۱ ۷/۶۱۱ ۲/۱۱ و۷ 


بگیریم به چنین دنباله‌ای می‌رسیم : 


۱ ۱ 
دم ۴۳ ۴ ض 


بنابراین؛ ۴»همان عددی‌است که دنبالذما» مرتباً به آن نزديك می‌شود: 
یعنی شیب مماس در نقطةٌ (۲:۴) پراپر است با ۴۴ واپن بزر کتر از 
شیب مماس در نقطةٌ (۱:۱) است (در آنجا» شیب مماس برابر ۲ 
بود). 

به همین ترتیب» می‌توان ثابت کرد که شیب مماس در نقَطه ۳ یر 
پرابر ۶ ودر نقطة ۴ یر برابر ۸ ودر نقطه ۵ برابر۱ است.به‌طور 


قالب ساز نده ۳۱۹ 


کلیءشیب مماس در هرنقطة سهمی»برابر است با دوبرابر طول این‌نقطة, 
اين مطلب رامی‌توان به این‌ترتیب بیان کرد: مشتق تابع 
۳ از 
برای هر مقدار دلخواه ‏ براپراست با 
۷1 

وبه این ترتیب.نوع حرکت‌ورفتار سهمی, به‌طو رکامل دراختیارماست. 

برای اينکه؛ تَطهآغاز مشخصی را معین کنیم» کافی است‌توجد 
کنیم که سهمی ماء ازنقطة صفر می‌گذرد. در واقع؛ اگر ه یره آنوقت 
هد ال( ز . مشتق» ترتیب بقیه چیزها را برای ما خواهدداد. 

مثلاگ اگر > عددی منفی باشد دو برابر مقدار بعنی ۲+هم 
عددی مثفی خو اهدبود.درچنین نقطه‌ای باید مماس نزولی باشدءدرنتیجه 
خو دمنحنی‌هم که به مماس چسبیده است» نزولی می‌شود. 

اگر « عددی مثبت باشدء دو برابر آن نیز عددی مثبت می‌شود 
ودرچنین نقطه‌ای منحنی صعودی است. 

اگر ه سیر ؛ دوبرابر آن ۲ هم برابر صفر می‌شود. وینابراین » 
منحنی درنقطا صفر؛ مماسی با شیپ براپررصفر دارد؛ وسرازیری باشیب 
* چیزی‌جزخط افقی نیست؛ که در موردهنحنی‌ما؛ همان محور ر است. 

اگر قدر مطلق »ر بزرگ شود دوبرابر آن بیشتر بزرگ می‌شود 
وبنابراین سرازیری منحنی هم افزایش پیدا می‌کند. 

ازاینجا می‌توان نتیجة زیررا دربارة دریخت» منحنی باس تآورد 
مثحنی درسمت چپ نقطهٌ صفر؛ فرومی آید؛ درنقطة صفرء به لحظ افقی 


بودن می‌رسدوبه محور 1 می چسبد؛ ودرسمت راست نقطةصفرءبه طرف 


۳۲۰ بازی با بينها یت 


بالا می‌رود : یعنی صعودی است. به‌این‌ترتیب» پایین‌ترین نقطة منحئی؛ 
نقطه صفر است؛ وهرچه ازاین نقطه دورترشوده‌درهردوبازوی خوده‌شیبی 
نندتر پیدا می کند. 

مادم اینهامی رادانستیم» زیراقبل؟ هم به رفتار و عصوصیت سپمی 
علاقمئد بودیم؛ باوجود این درحالتی که از کیفیت وخاصیت تابعی؛ 
زیاد اطلاع‌نداشته باشیم مشتقتمام آ گاهیمهای لازم را به‌مامی‌دهد.حتی 
آگاهیهای مادر بارة سیمی هم وقتی که بامشتق آشناباشيم زیادتر 
می‌شود. قبلا: ضمن‌بحت «منحنیم‌ای حرارتی» متوجه شدیم که‌«سیمای» 
تابع عبارتست از حط راسترواین هیچ تعجبی ندارد» زیرا با تابعی 
درجة اول سرو کار داریم . همچنین توجه می‌کنیم که این تابع؛ به‌طور 
یکنواعت رشد می کند. از اینجا: به‌ساد گی نتیجه می‌شو د که گر چه شیب منحنی 


قالب ساز ده ۳۲۱ 


و سرازیری آن» در هرطرف نقطهُ صقر » به تدریج اضافه‌می‌شود» ولی» 
این زیادشدن سرازبری وشیب ؛ تندویکباره نیست » بلکه به آرامی وبا 


آهنگ ابتی پیش می‌رود. 


ما کز یم دم نیمم 


روشن است که سپمی را می‌توان بسه صورتبایی که متفاوت‌با 
حالت معمولی باشد» نشان داد؛ 


۳ | 
۳ 


4۹ 


درچنین حالتهایی؛پرسشی بسیار اساسی‌و قابل بحث پیش می‌آید: پایین‌ترین 
وبا بالاترین نقطهُ سپمیء کجا قرار گرفته است؟ مشتق؛ ایسن نقطه‌را 


۳۲ بازی با بینهایت 

یحو یب سس رش رس اس 

یلافاصله معین می کند» زیرا مماس برسهمی در این نقطه»ب(یدافقی‌باشد. 

جستجوی پایین‌ترین ویابالاترین نقطه‌ها رکه بازبان نظریُتایعهاء 

تعبین ماکزیمم ومی‌نیمم تایح نامیده‌می‌شود): زمينة گسترده‌ای رابرای 
تعداد زیادی از بررسیهای گوناگون دربرابر ما قرارمی‌دهد. 

فرض کنید که از يك برگ کاغذ مربع شکل يك قوطی بسازیم» 

به این تر تیب که از گوشههای آن» مربعم‌ای کوچکی راجدا کنیم وقسمتهای 

پرآمده راء که به این ترتیب بدست آمده است» به طرف بالا خم کنیم: 


اس 


می‌خواهیم ببینیم» ضلع هر کدام از مربمهای کوچك را چقدر بگیریم تا 
حدا کثر حجمء برای قوطی که درست کرده‌ايم پدست آید. 
ما طول ضلع مریع کوچك را نمی‌دانیم وبه همین مناسبت آنرا 


می‌گيريم. به‌سادگی می‌تدوانیم بستگی بین حجم قوطی و »را پیدا 
کنیم.يك چیزر وشن است: وقتی که بر کوچكث باشد» یعنی و قتی که‌مر بعهای 
کوچکتری از صفحه جدا کنیم» قوطی ما باطول وعرض بزرگتر ونبة 
کوچکتر بدست میآ" اید؛ و وقتی که مربعهای بزر گتری را جدا کتيم 
یعنی وقتی که کف قوطی را کوچکتر بگیریم» قوطی‌ما؛ بلندتر می‌شود. 
به این تر تیب :»رباید نه خیلی کوچك و نه خیلی بز ر گ‌باشد» مقداری را که‌برایبر 
جستجومی کنیم: بایددر میانه‌هایر اهدومرزباشد.دراین راه نیمه‌تاریکی که 
کورمال کورمال جلو می‌رویم» مشتق می‌تواند جواب کاملا" دقیق رابه 
ما بدهد: با به کار گرفتن مشتق؛ معلوم می‌شود که حدا کثر حجم » وقتی 


وب ترا ۳۲۳ 


برای قوطی ما بدست می‌آید که طول ضلم مربم کوچك؛ درست برابر 
با يك ششم طول ضلع مربع بزرگ باشد. 

گلوله را می‌اندازيم؛ ولی پیش از آنکه آغاز کنیم. می‌کوشیم از 
فیل بدانیم که درکجا می‌افتد. واین مشتق است که پاسخ این پرسش را 
بهما می‌دهد وبیجرت نیست که اینقدر به آن اهمیت می‌دهیم. 

مساله‌های گوناگونی از این قبیل وجود دارد. 

به منحنی تایعی می‌پردازيم که شناخت ما از آن » حتی پدتر از 
سپمی است. مثل قیل؛ در اینجا هم می‌توانيم به کمك نسبت تفاضلما 
معلوم کنیم که در هر نقطه از مثحثی که به وسیلهُ معادلهُ 

۳ 
مشخص می‌شود» شیب مماس برابر است باسه برابر مجذورطول این نقطه؛ 
بعنی» مشتق این تابع برابر است‌با 
۳ 

از این موضوع. چه نتیجه‌هایی می‌توان بدست آورد؟ 

برای اینکه؛ نقطهُ آغازرا بيابیمتوجه می کنیم که از خودمنحتی 
نتیجه می‌شودکه اگر ه یر آنگاه » لو . به این ترئیب؛ این منحنی 
هم از نقطهُ صفر می‌گذرد. ۱ 

حالاء به دای مشتق گوش می‌کتیم : می‌بینیم که در آن؛ مجذور 
وجود دارد (یعنی «تصوبره مشتق» عبارتست از يك سهمی): از همین 
جا» می‌توان به‌اين نتیجه‌ها رسبد: : 

اولاگ‌درمنحني ۲رد لز» بارشدیکنوا<ت‌شیب‌سرو کارداریم؛ به‌همان 


ترتیب که منحتی از نقطدٌ صفر دور می‌شوده شیب آن ؛ خیلی تندتر و 


۳۲۴ ۱ بازی با پینهاپت 


طوفانی‌تر» افز ايش پیدا می‌کند. 

نتیجة دیگر اینست: بدون بستگی به‌مثبت یا منفی بودن طول»ما 
با ۳ سرو کارداریم که هميشه مثبت استء؛ بتاپراین» متحنی چه درسمت 
راست نقطه صفر وچه درسمت چپ آن. صعودی است. 

منحنی ار نقطً صفر مي‌گذرد. این منحني ازپسایین وسمت‌چپ 
نقطة صغر آغاز می‌شود تا زمأنی که مقدار تابع» زیر صفر است» بعنی‌تا 
وقتی که منحنی زیرم‌حور :ر است» می‌تواند صعود کند. 

در سمت راست نقط صفر هم منحنی روی محنور ۲ صعودی 
است. پعنی: منحنی» محور را درنقطة صقر قطع می‌کند. دراین‌ضمن 
اگر هسیر آنگاه هه هرسرس به زبان دیگر شیب مماس در 
لفط صفرء برابر صفر است» يعني مماس در این نقطه؛ افقی است. وعط 
افقی که از نقظةً صفر هم گذشته باشد ؛ چیزی جز همان‌محور زر نیست. 
بنابر این محور : ؛ در همان‌نقطه‌ای که برمنحنی مماس است» ازمتحنی 
عبور کرده است (یعنی در نقطةٌ صفر) . ضمن اینکه مذحتی به آین نقطه 
تزديك می‌شود شیب آن مرتبا کمتر می‌شود؛ وقتی که به‌این نقطه‌می- 
رسد مثل اینکه نیروی خود را از دست داده باشد » لحظه‌ای استراحت 
می‌کند ودوباره به طرف بالا حرکت می‌کند؛ اپتدا با کندی سپس با 
نیرویی بیشترو بیشتر. 

به این ترتیب» به تقریب» طرح ابتدای صفحه بعدبدست می‌آید. 

حالاء به رسم منحنی تابعی که در آن‌از ۳ 1صحبت‌شده است؛ 


می‌پردازیم ِ 
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برای هد بر داریم؛ و سد آه عد ۰۷ 
برای ۱ داریم: ۱ ۷: 
برای ۲ -<عر داریم: بت ۷۲ ۷ز» 


برای ۱ یر داريم: . اس (س)< ۷ 
برای ۷ دز داریم: ۸- عت ۷(۲ --) ع ۷ 


چند مقدار بینابینی تابع را هم حساب می کنیم: 
٩ ۳‏ و ۱ َ) 1 ( 

پ ۳ سح [ - ) عد ۷: 
بر ۲ دم ۸ ۲ / 

۱ ۱ 
برای سب یز داریم؛ مس مت ات (د-)-ن 
۸ ۱ 

ای ۱ پر دا ۱ ) 1 
۳ نج ت ۰ انیت رخ - | پوء 
7 ۴ عو ( 7 


نقطه را نمی توان با مدادی که منحنی را رسم می‌کنیم؛ مشخص کرد. 
روی شکل: این نقطه عملا" برمحورقرار می گیرد. بنابراین: در نقطه‌های 


۲ ِِ 
و بت وه 
۲ 


۳۷۶ ۱ بازی با ینها یت 


به ترتیب به اندازة 
۱ 
2 > وه 
۱۸ ۸ 
واحد به طرف بالا می‌ردیم و سپس در نقطه‌های 


۱ ۱ ۲ 
۱۳ 
۲ 


به ترتیب» به اندازة 


۸ 1 
هنت سیب 
۱ 7 


واحده به طرف پایین : 


واین؛ در واقع همان تصویری است که قبلا" به كمك مشتق‌شرح دادیم. 
مثحنی > در نقطه‌های بینابینی » هیچگونه انحرافی پیدا نمی‌کند» زیرا؛ 


قا لب ساز نده ۳۳۷ 


مشتق با گاهیهایی که می‌دهد: ما را دراین مورد مطمئن می‌ کند. مشتقء 
نه تنهاه طرح کلی تصویر را به ما می‌دهد : بلکه امتداد منحتی راهم 
در هر نقطهٌ آن به طور دقیق؛ معلوم می‌کند. 

بیجهت نیست که وقتی ریاضیدان با يك تابسع روبرو می‌شود 
بلافاصله؛ مشتق آنرا پیدا می‌کند» وتا زمانی که‌همهٌ رازهای‌تابع‌رااززبان 


آن نشنود: رهایش نمی کند. 


ی 


انا ای 


ووقتی که فیزیکدان برای حل‌مشکل خود به يك تابع در قورخانة 
نی ریاضیات مراجعه می‌کند» ریاضیدان بلافاصله» مشتق این تابع را 


هم به‌او می‌دهد تا دستورالعمل دقیقی برای استفاده از تابع داشته باشد, 


۳۳۸ باری باینهایت 


۷ پشه چو پرشد, بزند پیل را 

انتگرالهای معین و نامعین 

در زندگی؛ اغلب به‌ضرب نيازداريم: وبه همین مناسبت» جدول 
ضرب را حفظ کرده‌ايم. به کمك ضرب به سادگی می‌توانيم فتیجةعمل 
عکس را هم پیدا کنیم : مثلا": ۵ همان عددی است که‌اگر در ۴ ضرب 
شود؛ عدد ۲۷٩‏ بدست می‌آید. 

به همین ترتیب؛می‌توانیم عکس عمل مشتق را هم بشناسیم.فرض 
کنید تابع :۲جلو ما باشد؛ بلافاصله به یادمان می‌آید که آنرا از کجا 
می‌شناسیم! ولی» وافعاً از کجا؟ بله» «۲» مشتق تابع "رح لا بسود! در 
اینجا هم می‌توان از عمل‌عکس» گفتکو کرد: وقتی که تابعی رابه ماداده 
باشند. می‌توان این‌پرسش را مطرح کرد که آیا تایعی وجود ندارد که 
مشتقآن» همین تابع داده‌شده باشد؛ واگر وجود دارد» به‌چه‌تر تیب باید 
آنرا پیدا کرد. چنین تابعی راء انتگرای تابع داده شده گویند. مثلا" 
انتگرال عبارتست از تابع 1۷۲ 

شبیه حل معادله‌ها؛ دراینجا هم روشمایی وجود دارد» که اگر 
نتواند بلافاصله تا بع‌مور دنظرراپیدا کند :دست کم کارجستجویآنر اساده 
تررکند. فرض کنید تابع ۲ به با داده شده باشد. این تابع»خیلی‌به ۳ 
شباهت دارد؛ کد ما به‌خوبی می‌دانیم» مشتق تابع ۷-۳ است. ۰:۲ 
برای هرمقدار بر برابراست بايك سوم یم . درنتیجه» آر هم بایدمشتقی 
يك سوم ۳« باشد» یعنی مشتق تابع 

ی 


_ِ 
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به سادگی می‌توان تحقیق کرد که این جواب» درست است. 

باهمهُ اینها؛ در بسیاری موارد » چنین روشپایی» کافی به نظر 
نمی‌رسد. باید روش کلی‌تری پبدا کرد. به جز اين» روشی راکه در ایتچا 
شرح دادیم» عیب دیگری هم دارد. ازروی مشتق» مثلا نمی‌توان‌فهمید 
که منحتی تابع ۲و از نقطهٌ صفر می‌گذرد وبرای آگاهی از این 
موضوع باید به‌خود تابع مراجعه کرد . آیا می‌توان از اینجا نتیجه 
گرفت که برای ساختمان کامل ظاهر منحنی » تنها وجود مشتق کفایت 
نم ی کند؟ 

حقیقت هم همین اأست. اگر سهمی را به‌اندازه يك و احد به‌طرف 


بالاببریم» موضوع برایمان روشن‌تر می‌شود: 


روشن است که در جابه‌جائی معمولی» شکل منحنی تغییرنمی کند وشیب 
آنء درهر نقطه به‌همان‌اندازه‌ای که بوده است؛باقی‌می‌ماند.ولی؛معادلة 
منحنی تغییر می‌کند زیرا عرض هرنقطه آن ‏ به‌اندازة يك واحد زیادتر 
می‌شود. بنابراین»مقدار ب که‌تا کنون‌برابر ۲ بود» حالاءبرایر ۳-4 
می‌شود. ببه این ترتیب» معادله سبمی جابسه جا شده به صورت زیر 


و۳ ۱ بازی با بینها بت 


درمی‌آید: 
۸ 

وقتی که ما تنها از امتدادهای لحظه‌ای منحنی» یعنی از مشتق» آگاهی 
داشته باشیم؛ نمی‌توانيم به‌اين پرسش پاسخ دهیم که آیا صحبت‌برسراین 
مئحنی است یامنحنی قبلی» پایکی از بیتهایت منحنی که از راه جابه‌جا 
کردن سممی‌بدست می‌آید. از این دید گاه مسالهٌ ما نامعین است. 

ولی» اگر دست کم یکی از نقطه های منحنی مورد نظررا به ما 
داده باشند مسالة ماء معین می‌شود. مثلا"» فرص کنید که به ما اطمینان 
داده باشند که منحنی» از نقطةٌ صفر می‌گذرد. درچنین صورتی» معلوم 
می‌شود که‌پادر دست‌داشتن مشتق۲» گفتگوازهمان سهمی نخستین‌ماست. 

مثال سهمی را با روش کلیتری بررسی می‌کنیم. فرض کنید که 
از انتگرال »رو اطلاعی نداشته باشیم. ب‌جستجوی يك متحنی‌می‌رویم که 
در مورد آن تنها می‌دانيیم که از نقطة صفرگذشنه است وشیب مماس بر 
هر لفط آن؛ برابر است با ۲. 

بازهم از شکل آغاز می‌کنيم » گرچه هدف ما ایتست که روش 


محاسیه‌ای دقیقی پيداکنيم. محور :و را به فاصله‌هایی تقسیم می‌کنیم 


/ 
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(ضمناً » فرض کنید» طول هرفاصله برابر بايك واحد باشد) و ازهسرنفطةً 
تفسیم: خط ر است عمو دی رسم م یکنیم » تأمقدار عرضهاییر | که‌هتوز نمی‌دانیم 
روی آنها جدا کنیم. 

می‌دانیم که درنقطة ه > پرمنحنی؛ لا هم برابر با صقر است.رسم 
منحنی را از همین نقطه‌آغاز می‌کنیم. البته» شکلی که بدست خواهیم 
آورد» کاملا" تقریبی است وتنها طرحی ازشکل واقعی تابع ما را ءنشان 
مي‌دهد. 

می‌دانیم که منحنی » تنها در يك لحظه بر مماس خود منطبق 
می‌شود وهمینکه مختصری ازنقطٌ تماس دورشود امتداد آن تغییرمی- 
کند. مادر اینجا» به عنوان اين فاصلكٌ لحظه‌ای؛ فاصله‌ای را درنظرمی- 
گیریم که بین دوخط راست عمودی قرار دارد. مماس متناظر با نقطة 
صفر را رسم می‌کنیم وفرض می‌کنیم که همین مماس؛ منحنی ما را در 
سمت راستنقطةٌ صفر تا محل برخورد آن باعط قائمی که از نقطه 4-۱ 
گذشته است» ودر سمت چپ نقطةٌ صفر تا محل برخوردآن با خطقائمی 
که از نقطهة ۱ گذشته است. نشان دهد. 

دونقطه‌ای راء که از این راه بدست می‌آید؛ به عنوان نقطه‌هایی 
از منحتی مورد نظرمی‌گیریم که متناظر با مقادیر ال یه و وس حور 
باشد. سپس؛ دراین نقطه‌ها: مماسهای متناظر را رسم میکنیم وآنها را 
تا برخحورد با حطمهای قاژم بعدی؛ امتداد می‌دهیم. دوباره نقطه‌های بدست 
آمده را به‌عنوان نقطه‌هایی از منحنی» که متناظر با مقادیر ۲ یر 
و ۲ - )1 هستند؛ می‌گیریم . 

باز هم در هر کدام از نقطه‌های جدید» مماسهای متناظر با این 


۳۳۲ ۱ ان 


مقادیر را رسم می‌کنیم وادامه می‌دهیم‌تا قائسای بعدی را قطع کنند و 
همینظور تا آخر. روشن است که هميشه مماسپا راء با شیب مربوط به 


خودشان رسم می کنیم. در نقَظه ه حدیز؛ شیب مماس پرابر است با 
وه ح ه 4 ۲ ۷ 
ودر نقطه ۱ <)ز : ۱۰۲ 2 ۲:۲ 
می‌دانیم که تابع ۷ به‌طور یکنواخت: صعودی است. بنابراین» 
هربا رکه‌به‌فائم‌بعذی می‌رسیم» شیب مماس‌به‌اندازة دوواحد زپادمی‌شود؛ 
پعنی» اگراز ور آغاز کنیم»این شیب بهترتیب» مقادیر ۰۴۰۲ ۰.۰۸۱۶ 
را اختیار می‌کند. به‌همین ترتیب؛ می‌توان روشن کرد که درسسمت‌چپ 
نقظة صفر‌شیپهابه‌تر تیب براپرندبا ا-؛ ۴ساقصه... بنابراین» در نقطه‌های 
وت ۲ و وه 
شیبپها به ترتیب برابرندیا 
۴ سب ۷ حمر ۱ ۲۱ وه 
ماخوب می‌دانیم که برای شیب ۰۲ یعتی بايديكگ وا حدبه‌سمت 
راست وسپس‌دوواحدبه طرف‌بالارفت. در ست‌به‌همین تر تیب ‌برای شیب ۲-» 
باید يك واحد به‌سمت چپ وسپس.دو و احد به‌طرف بالا رفت. در نتیجه: 
ازنقطه‌مای + و ۱ باید بداندازه پاره خطهای برابر؛ به‌طرف‌بالاجدا 
کرد. واز همینجا معلوم می‌شودکه منحنی ماء يك شکل متقارن است.به 


این مذاسبت. کافی است نیمه سمت راست منحنی را بادقت مشخص کنیم» 


قا لب ساز نده ۳۳۳ 


که در اینصورت؛ رسم نیمه سمت چپ‌آن» بة سادگی بدست خواهدآمد. 

حالاء می‌توانیم بسه خودشکل‌بپردازيم . شیب صفر در نقطةٌ صفر 
به معنای آنست که راه ماء اققی است. روی این خط افقی؛ بسه نقطهٌ ۱ 
می‌رسیم. از اینجاء باید با شیب س ۷ به طرف قائم بعدی برویم» واز 


اینجا» مسیر ما با شیب ۴-۴ ادامه می‌یاید: 
۱ 


۸ ۳ ۲ أ 9 ِ ۳ 


به این ترتیب» استخوان بندی تصویر سپمی بدست می‌آید که 
عنوز از اصل آن؛ خبلی دور است. ۱ 

حالا ببینیم؛ نتیجه‌ای را که بسدست آورده‌ايم» تساچه حد دقیق 
است» تحقیق راتنها در بارة نقطه ۳ دز انجام می‌دهیم. عرض مذحنی 
۲س لا در اين نقطه چنین است: ... ۳ ع لز 

درست است‌که ماهنوز به این‌نتیجه نرسیده‌ایم که با تابع ۲ ۷ 
سرو کار داریم. باوجوداین» اینموضوع؛ تاحدی وبه طور مبهم» برای ما 
معلوم است ومی‌توانیم ازآن برای روشن کردن دقت‌شکل استفاده کنیم. 
پبینیم اختلاف بین عرض خط شکسته ما در نقطة ۳ در ۰ بامقدار ٩‏ 
چقدر است. 


۳۳ بازی با پیتها یت 


شکل نشان می‌دهد که‌این عرض ازمجمو ع ارتفاعهای همه شیبها» 
باشرو ع از نقطه صفر بدست می‌آید؛ یعنی 
۳ وود ۴ ۲۷ 4 < لا 
سه واحد اختلاف ! واین؛ مقدار کمی نیست. 


نقطه‌های تقسیم محور طول را به هم نزدیکتر می کنیم و در پین 
قائمهای‌قبلی قائمپای‌تازه‌ای به فاصلفد رسم می کنیم : 


شیب‌مماس درنقطة صفرءهمان صفرست (مماس: افقی است). درنقطف سیر 
ی ۱ 
داریم: ۱ و ۲ < ۲:۲ 


شیب در فاصله‌های مساوی» به‌طور یکنواخت زیاد می‌شود» بعنی شیب 
دره رکدام از نقطه‌ها» يك واحد از شیب درنقطهٌ قبل از آن: بیشعراست. 
به این‌ترتیب؛ در نقطه‌های 
۱ ۱ ۱ ۱ ل ۱ 
اس ولا ویو او و۲ و۷ و۷ وا و وو 
۲ ۲ ۲ ۲ ۳ ۲ 
شیب مماس برابر است‌با 


ها تست وجا مت رات و۲ روا ی ۴۸ ۳۱ ۲۶ و۷ ۶ه 


قالب ساز نده ۳۳۵ 


پیش از آنکه به‌شکل بپردازیم» باید روند کار را مشخص کنیم. 
در نقطةٌ ی شیب برابر است با ۰؛ وبنابراین باید روی خط افقی‌حرکت 
کنیم تا به نقطف ؛ برسیم. نا اینحاء مثل‌سابق است. ولبی » در نقطه 
شیب برایربا ا.یعتی ( است» وبنابراین باید يك واحدبه سمت راست‌ويك 
واحد به طرف بالا جدا کنیم؛ ولی ما؛ خطهای قائم را به فاصله + رسم 
کرده‌ایم» چطور می‌شود به انداز يك واحد کامل به طرف راست‌رفت! 
اگر تنها کمی روی این مطلب فکر کنیم؛ راه حل آن به‌سادگی بدست 
می‌آید؛ اگر شیب راه آهن برابر با باشد » یعنی اگر با جلورفتن بك 


متر» به ارتفا ع آن» يك متر اضافه شود» روشن است که در آنصورتء 


اگر + متر جلو برویم» ارتفاع آن به اندازة + متر زیاد می‌شود: 


1 
0 
۲ 
تسس 
1 ۱ 


در حالتی هم که شیب برایر با * ۷باشدء به همین ترتیب می‌توان‌عمل 
3 

کرد. اگر روی افق. نه يك متر» بلکه نیم متر جلو برویم ارتقاع شیب 

نه به‌ائدازةٌ دومترء بلکه به اندازةٌ يك متر اضافه می‌شود: 


۳ 1 
۲ 


به این ترتیب» وقتی که گامباپی‌به اندازة * واحد به جلوبر داریم»هربار 


۳۳۶ بازی با بیتهایت 


باید به انداز#نصف عدد شیب به طرف بالا حرکب کنیم. به زبان دیگر» 
ضمن خارج شدن از نقطه‌های 

۱ ۱ 

ره و / 2 ت‌ 

۱ یا ۱ و 


باید نه به اندازةٌ 


۲۰۴۵ ۲۰۱ ۱ وه 
واحد: بلکه به ترتیب به‌اندازة 


۱ هب۱ 1 ۱ ۳ ۳ ۱ با 
رک وتاحد وا ۲ وت مد وه 
‌ ۳ ۴ ۱ ۳ ۳ ۲ ۳ ۱ ۲ 


واحد به طرف بالا برویم. هم اینها را می‌توان روی شکل روشن کرد: 


قا لب ساز نده ۳۳۷ 


این شکل؛ خیلی به‌سیمی شباهت دارد وتنبا دروسط آن ؛ قسمت نسبتاً 
بزرگی برمحور ‏ منطبق شده است. 

دوباره‌مقدار عرض را درنقّطة ۳ یر محاسبد م ی کنيم: این عرضء+ 
نه از مجمو ع‌شیبهایو اقع بین‌نقطه‌های» و ۳:۲۶۲:۱:۱: بلکه ازمجموع 
نصف‌اين مقادیر» بدست‌م یآید. بمتراست که مقادیرشیبپارانه به‌صورت 


بلکه به صورت 


۱ ۱ ۱ ۱ 
هه ان 
۵ ۲ شم امه شا" لع 4 


بنویسیم» که از آنجا بدست می‌آید: 
و( م۴ رتم مرش ز سرب و پاش م پات 
۲ ِ ۲ ۲ ۲ ۳ 
جملة » بر برابر * است وبنابراین» می‌توانآنر | به حساب تیاورد. در 
نتیجد خواهیم داشت: 
1 
۲۳۴۵ ۱) لا 


واين مجموع داعل پرانتر را می‌توان بنابر قاعدة شا گردمن ودا » ساده 


کرد .بهجای اینکه» مجموع پنج عدد طبیعی نخستین را محاسبه کنیم» 
کافی است عدد وسط ؛ یعنی ۲ راء پنج برابر کنیم» که در نتیجه عدد 
۵ بدست می‌آید. نصف این عدد پرابر ۱ می‌شود وبنابراین: 


۳۳۸ بازی با بینها یت 


اختلاف عسرض خط شکسته قبلی در نقطه ۳ دور با 4برابر ۴ بوده در 
حالیکه در اینجاء این اعتلاف برایر ۴ شده است. 

مطالعة منحنی از روی بندهایی که رسم کرده‌ايم واز روی‌شکلی 
کدیه‌هیچ‌وجه دقیق نیست. تنها می‌تواند منجر به نتیجةغیر دقیقی‌بشود» 
ما از روش محاسبه تنها درنقطةً ۳ ح)ر استفاده گردیم. ولی با همین 
روش می‌توان مرتباً به نتیجه بمتری رسید. روش است که اگر تقسیم 
محور زرا » به قسمتپای بازهم کوچکتر» ادامه دهیم؛ مرتباً به منحتی 
که از راه محاسبه بدست آورده بودیم» نزدیکتر می‌شویم . گام بعدی» 
+ واحد است. ودوباره درنقطة صفی» شیبی برابر * بدست می‌آید و در 


ی ۱ ۲ ۱ 
نقطه د داریم: مت بمب هو 
۳ ب +۲ ۳۲ 


یعنی در فاصله‌های‌مساوی متدارشیب» هميشه به‌اندازة *زیادمی‌شود. 
در اینحالت» در نقطه‌های تقسمیم » باشرو ع از نقطة صفر: مقدار شیب به 


قراری است که درجدول آورده‌ايم : 


هربار که به‌اندازة + واحدبه‌طرف راست‌برویم» باید به‌انداز قیکچهارم 


مقدار شیب به طرف يالا حرکت کنیم. زیرا: اگر در طول راه آهن بسه 
اندازة ( راء را روی حط افقی حرکت‌کنيم: سطح خط آدن بهاندازف 


قا لپ ساز ده 1 ۳۳۹ 


برد گرا ی دب جبد ۷-2 


انا یا ی ۳ 
کاس رده در دی هرد 
۳ ۴ ۳ 0 ۰ ۳۲ 9 


از جمله * بر که برابر ‏ است؛ صرفنظر کر ده‌ایم. همه جمله‌ها بر چ 
ضرب شده‌اند؛ علاوه بر آن» در عاملم‌ای دوم‌هم‌همه جا؛ مخرج ۲وجود 


دارد. بنایراین؛ با را می‌توان چنین نوشت 


وم ۱۱۳۲۵ 


با این تعداد جمله‌های زباد ی که در اینجا داریم» به راستی روش وا » 
قابل سپاسگزاری است. بابد ۱۱ برابر جملهُ وسط یعنی ۶ را محاسبه 
کنیم. ۶۶ بدست می‌آید. این عدد را باید به ۸ تقسیم کرد که می‌شود 


2 ۳ 
. به این ثر تیب 
ره این ترتیب: 


هت ۳ ءِِِآ۷ م۳ 
۳ 5 


این مقدار تقریبی؛ تنما به‌اندازة < با ٩‏ اختلاف دارد در حالت. قبل؛ 
افخ اختلاف* بود). ماء این ۳ پدون رسم‌شکل بدست آور دیم ؛ با 


همین روش ؛وبدون رسم شکل؛ می‌توانیم کارخود را ادامه دهیم. گام 
بعدی را باید با تقسیم فاصلة » تا ۳ روی محور » به قسمتیهای يك 


۳۳۰ بازی باپینهایت 


هشتم؛ پرداریم. در اینحالت» مقدار شیب درنقطه‌های تقسیم» به تدریچ 
۲ 1 
وبه اندازة میک وت نا مر 
ر 7 ۳ ۲ 


واحدء اضافه می‌شود. بنابراین» شیبا به ترتیب» در اینن نقطه‌ها برابر 


است‌با 


اين عددها را باید در طول هرگام» یعنی!» ضرب؛ وسپس‌باهم جمع کرد 


تا مقدار متناظر عرض درنقطه 1-۳ بدست آید. این نتیجه پیدامی‌شود: 
۳ 
۹-7 عد از 


روشن است که‌اپن روش را می‌توان تاهرجا که بخو اهیم» ادا داد. 
ولی دنبالة 


مب ۳۲ 


به سمت صفر میل می‌ کند (اگر بخواهیم سه کيك را بین مهمانان خود 
تقسیم کنیم؛ عرچه تعداد مهمانها زیادثر باشده سمم آنها کمترمی‌شودو 
اگر تعداد مم‌مانهاخیلی زیاد شود: سیم هر کدام خیلی کم خواهد شد ). 
بنابراین ٩‏ همان عددی است کنه عرض منحتی کاملا" صاف شد8 ما در 
نقطه به طول ۳سن به سمت آن میل می‌کند. ولی ۳۲ ده ؛یعنی‌برابر 
است با مقدار تابع ۲ در نقطهً ۳<. به همین ترتیب» می‌تسوان 


قاب سا ده ۳۳۱ 


ثابت کرد که عرض منحنی ما در نقطةٌ ود به‌سمت ۱۲ ۱)درتقط 
۲حد ور پسمت ۴2-۲۲ ؛ درنقطةٌ ۴ حور به‌سمت ۱-۴۲ وبه‌طورکلی 
در هر نقطذ دلخواه به سمت مجذور طول اين نقطه یعنی بسه‌سمت 5۲ 
میل می‌کند. و از اینجا نتیجه می‌شود که منحنی ما» وقتی که بندهای 
شکستة آن صات شود به سست سیمی دز میل می‌کند. 

این موضوع راء به زبان تابع منطم می‌کنیم: اگر تنها يك‌مقدار 
تابع معلوم باشد» از روی تابع ۲۷ می‌توان تابعی را پیدا کرد که تابم 
مفروض ما؛ مشتق آن باشد. 

ودرعین حال؛ روش کاملا" دقیق این‌جستجورا هم بدستآورديم. 
باید محور »زرا از نقطة مفروض تا نقطه مورد بررسی (درمثال‌ما» ازه 
تا ۳) به پاره خطم‌ابی تفسیم کرد؛ طولهای پاره‌عطها را در مقادیر 
تابعی که متناظر با این تقسیم است: ضرب کرد واین حاصلضربها را 
با هم جمع کرد. به این ترتیب: به‌اصطلاح مجموع تقریبی بدست‌می- 
آید. وقتی که مرتباً شبکة فاصله‌ها را تنگتر بگیریم:مجموعبای‌تقریبی: 
به سمت مقدار انتگرال» درنقطةُ مورد بررسی: میل‌می‌کنند. 

اعتر اف می‌کتم که برای این کار» صرف نیروی‌زیادیلازماست» 
ولی در واقمع» برای انجام هبر عمل عکسی؛ کار بیشتر وسنگین تری 
مورد نیاز است. 

بیدا کردن مساحت 

مجموعها تقریبی را می‌توان به تعبییری به‌عنوان مساحت درنظر 
گرفت. هرجمله از مجموع تقریبی» برابر است با حاصلضرب طولپاره 


۳۲ رنه 


خط در مقدار تابع مفروض. ولی مامی‌دانيم که حاصلضرب را می‌توان 
به صورت مساحت مستطیلی نشان داد که دوضلع مجاور آن» همان دو 
عامل ضرب باشد. به این‌تسرتیب؛ هرجملة دلخواه از مجموع تقریبی را 
می‌توان‌به عنوان‌مساحت ممتطیل متناظر آن» وتمام مجموع را» به‌عتوان 
مجموع‌ساحتهای این مستطیلها» در نظر گرفت. 

دربارة این موضوع مفصل‌ترصحبت می‌کنیم, نخستین مجموعی 
کدبدست آوردیم» چنین بود: 

۷۴ اه 
در اینجاءضربها» بهروشنی دیده نمی‌شود؛ ولی؛درهرجمله پاره‌خطی‌به 
طول واحد به‌عنوان عامل ضرب؛ وجود دارد. بنایراین» اين مجموع را 
می‌توان چنین نوشت: 
۱ 
حالاء می‌توان مستطیلمها را وسم کرد: 


(* ۱ را می‌توان به‌عنوان مستطیلی درنظر گرفت که قاعد؛‌آن برابر 


۳۳۳ 


قاب ساز نده 


واحد - پاره‌خط از * تا ۱- وارتفاغ آن برابر » باشد؛ روشن است کد 


چنین مستطیلی» همان پاره خحط افقی است»). 
مجموع تقریبی دوم ماء به اين صورت بود: 


۱ ۱ 1 1 1 ۱ 
۳۹ ۹ ۲ ۳۲ ۳ ۵ 


که شکل متناظر باآن» چنین است: 


مجموع تقریبی سوم از ۱۲ جمله تشکیل شده‌است: 
۱ ۱ 
را مر اد مر رد رد ِ 
ار ات تا او 39 
ض دای ار هی ۱۵ 
ک ام اک 
در ایتجا باید واحد را یکبار دیگر نصف کرد. برای ما مشکل است کد 
عددما را روی شکل نشان دهیم ولی؛ طرح مستطیلمها را می‌توان به‌اين 


۳۳۳ بازی با بینهایت 


ترتیب مشخص کرد: 


7 
۱ 
7 
۱ 
۸ 


۳1 
دیده می‌شود که مساحت این شکل پله کانی» مرتباً به مساحت 
مثلث‌قائم الزاویه نزدیکتر می‌شود. منظورمن مثللی است که در زیرخط 
راست نقطه چین قرار گرفته است. در همه شکلپا» این خطراست تغییر 
نمی‌کند. تنها با دیدن شکل اول» می‌توانیم بلاناصله بگوئيم که شیب 
حط راست برایر است‌با 
۳ 
وبه سادگی می‌توان ثابت کرد که‌شیب خطهای راستی هم که در دوشکل 
بعدی وجود دارد؛ به‌همان‌انداژه است. به‌همین مناسبت اژ خواننده‌می- 
خواهم که به توب خود این خط راست را به یاد بیاورد: خط راست بسا 
شیب ۰۲:۱ که از نقطُ صفر می‌گذرد با اين معادله بیان می‌شود: 
1-۶ 
ولی؛ اين همان تابع آشنای ماست! یعتی: این خط راست. وتصویرء‌تایم 


مفروض ماست! 


قا لب ساز نده ۳۳۵ 


به این ترتیب» مجموع تقریبی‌ما» کم کم بسه سمت مساحت زیسر 
«تصویره تابع مفروض, میل‌می کند: وضمناً در هربار » به اين مساحت» 
بیشتر ودقیق‌تر تزديك می‌شود. 

تأسف می‌حوریم که اینراقبلا" نمی‌دانستیم ؛ چون می‌توانستیم » 
بده جای اینمه زحمت؛ راه حل ساده‌تری بسرای محاسیهة مساحت مثلث 
قائم‌الزاویه در نظربگیریم! کافی بود دوضاع پپلوی زاویذقائمه را در 
هم ضرب و بسعد حاصلضرب را تصف کنیم. ضلع افقی؛ برابر است با 
پاره‌عط از نقطةٌ صفر تانقطة مورد بررسی ما ۳ بنابراین» طول آن 
براپر با ۳ واحد است. ضلع قائم را هم می‌توان حساب کرد: 


و ۲۲ لا ۲ ار 


یعنی طول ضلع دوم پم‌لوی زاویة قائمه برابر با ۶ واحد است. 


ودر نتیجه» مساحت مثلث چتین است: 


۳۳۶ بازی با بینهایت 


واين درواقع همان نتیجه‌ای است که قبلا و از راه خسته کننده‌ای » 
پیدا کردیم. 

می‌بینیم که مساحت را می‌توان با محاسبٌ انتگرالی بدست آورد. 
نتیجه‌ای که به آن رسیدیم» تصادفی نیست. تنپا» اگر با تابعی که تن‌به 
هیچ قاتونی نمی دهد (مثل تابع دبریکله» که بین مقادیر *و۱» نسوسان 
می کندو مجموعبای جزئیآن به‌سمت هیچ حدی میل نمی کند)» سرو کار 
نداشته باشیم پعنی تابعی «درست وبه‌نظم در آمده » مسورد نظرماباشد» 


هميشه می‌توان مجموعمای تقریبی راء به صورت يسك شکل پلکانی در 


فطل موده پردی 
حالا اگرء‌فاصله‌های تقسیم راء یدطور نامحدود؛ کوچك و کوچکتر کنیم 
این مجموع؛ مرتباً به مساحت زیر منحنی تابع مفروض » از نقطةٌ آغاز 
تانقطة مورد بررسی: نز ديك و نزدیکترمی‌شود.مساحت زیرمنحنی‌و مساحتی 
که از راه اين حد بدست می‌آید (یعنی انتگرال)» تنما دوبیان مختلف؛ 
از يك چیزند. به اين ترتیب است که محاسبهُ مساحت؛ بستگی کاملی‌به 


قا لب ساز نده ۳۳۲ 


محاسبه‌های انتگرالی دارد. 

ما می‌توانیم‌مساحت مثلث‌قائم الزاو به ۳ بدست آوریم ومی‌دانیم 
که هرمثلث دیگر را هم‌می‌توان به مثلشپای قائم‌الزاویه» وهرچندضلعی 
را به مثلشها؛ تبدیل کرد . به این ترتیب:پیدا کردن مساحت‌شکلی که به 
پاره خطبهای راست محدود شده بساشد» هیچگونه اشکالی بسه وجود 
نمی‌آورد. ۱ 

به اینهم خو گرفته‌ايم که مساحت دایره را می‌توان به كمك چند 
صلعیبایی که دردایره محاط شده‌اند» پیدا کرد. ولی» مساحت شکلهایی 
راکه به وسیله خطبای منحنی محدودشده‌اند. چگوته باید بدست آورد؟ 

وقتی که بايك شکل منحنی الخط سرو کار داريي می‌توانيم آنرابا 
خطهای راست به قسمتهایی تفسیم کنیم که بعدا بتوان هر کدام از آنما 
راء روی لب مستقیم آنها؛ بر محور ۲ قرار داد: 


۳0 


۳۳۸ بازی با پینها بت 


مساحت هرقسمت را به طور جدا گانه پیدا می‌کنیم. ولی ؛ پیدا 
کردن مساحتی که زیر منحنی قرار گرفتة باشد» چیزی جزهمان محاسبة 
انتگرالی نیست. ممکن است به انتگرالی برخورد کنیم که بتوان به 
سادگی آنرا محاسبه کرد ودرنتیجه بدون هیچ زحمتی مقدار مساحت‌را 
بدست آورد. 

مثلاگ می‌دانیم که‌انتگرال تابع "یز برایر است با 


به‌عبارت دقیقتر؛ ازبین مجموعٌانتگرالهای تابع "این تابع عبارتست 
از انتگرالی که ازنقطهُ صفر می‌گذرد» زیرایرای ه صيوداريم: 3 
با توجه به اين آگاهی» می‌توانيم بلاقاصله مساحت زیر سهمی 
بامعادل 
ز 
۳ محاسبه کنیم. مساحت زير این منحنی»از نقطهٌ صفر تا نقطهٌ وین 
دقیقاً برابر است با مقدار انتگرال به ازای و دعر یعنی 


( واحد 6 با 
0 


به این تر تیب مساحتی که درشکل‌صفح بعدهاشورزده‌ايم» وقسمتی ازمربع 
به ضلع واحد است» دقیقاً برابر است با يك سوم مساحت این مربم. 

ولی» آیاکسی پیدا می‌شود که به محاصبة مساحتی که در خارچ 
سهمی قرار دارده علاقمند باشد؟ 


قالب سازتده ۳۳۹ 


ممکن‌است در لحظ نخست به‌نظر ب رسد که به نتیجة‌جالبی‌تر سیده‌ايم . 
ولی » بائوسل بسه همین‌نتیجه؛ می‌توان راهی برای محاسبة مساحت 
بین بازوهای سیمی پیدا کرد. ودر این مورد؛ تا هرارتفاعی می‌توانه 
پیش رفت. 

چون‌يك سوم مربع واحد در بیرون‌سیمی قرار دارد ؛ بقيدٌ دوسوم 
آن» در داخل سپمی خواهد بود. و اگر قسمتی را که‌فرین این قسمت» 
درداخل سیمی است؛ به حسابآوريم» مقدار مساحت شکلی که دراینجا 


هاشورزده‌ایم» بدست میآید: 


۳۵۰ بازی با بیتهایت 


می‌خواهم دوباره به‌مجموعة مستطیلهای کوچکی که به مساحت‌مانزديك 


می‌شوند» بر گردم: 


1 

وقتی که‌نقطه‌های نقسیم را مرتباً به هم نزدیکتر کتیم؛ مستطیلهای ما 
باريك وباریکتر می‌شود؛ ومساحت هر کدام از آنهاء به طور جداگانه: 
به سمت صفر میل می‌ کند ( دوباره » تقسیم کيك را به یادما می‌آورد که 
مرتباً بین تعداد بیشتری از ممهماناتقسیم شود). ولی؛ اين نوارهایی که 
مساحت‌ه رکدام‌از آنمها به تنسایی به‌سمت صقر میل هی کنده رو یمهم مقدار تقر ببی 
سطح معینی را؛ که مخالف صفر استء به ما می‌دهد . دراینجاء تعداد 
مستطیلها» به همان نسبتی زیاد می‌شود که نعداد فاصله‌های نقسیم» کم 

می‌شود. 
چشه چوپرشد» بزند پبل دا . آزبه‌هم پیوستن‌نیروهای خرد و کو چلش» 
نیرویی بزرگ پدید می‌آید. با رویبم ریختن ذره‌های ناچیز شن » هرمی 
پزرگ بدست می‌آید: پاجمع شدن « مردمان کوچك» نیرویی دگر گسون 
کننده پیدا می‌شود. واين همه از راه «انتگرال گرفتن» کارهای کوچث» 


بدست مي‌آید. 


۳ 


عقل خالس 
از خود انتقاد می ی کند 


اس سس . 


۸ ۰۱ همه چیز در دنیایر یاضیات ممکن است... 


تر بیع دایره 

شاید هرریاضیدان معروفی» این آرزو را کرده باشد که شخص 
ناشناس واسرار آمیزی به او مراجعه کند و دستنویس پرارزشی را نزد او 
به‌امانت بگذ ار د که‌درآن بالاخره راه‌عملی تربع دایره راذک رکرده باشد. این 


دووازهه «تر بیع‌دایره» که یه احتمال زیادخواننده مابارهابه آن برخوردکرده 


عقل‌خا لص از خود | نتقا یم ی کند ۳۵۳ 


است» نیروی جاذبه فوق‌العاده‌ای داشته‌است. بحث اصلی تربیع دایرف 
چیست؟ 

اگر کسی بگوید: «با دردست داشتن دوضلم پهلوی زاویفقائمه 
ازمتلث‌قانم الزاویه‌ای» می‌توانم مثلث را بسازم»: بلافاصله میل‌می‌کنیم 
پر سیم : « برای اینکار» از چه ابزارهایی استفاده‌می‌کنی؟». 

فرض می‌کنيم» طرف گفتگوی ما » يك مثلث قائمالزاوية فلزی 
با چوبی؛ از آن نوع که در لوازمالتحریر فروشیپا وجود دارده بردارد 


و مداد را در امتداد ضلعپای پپلوی زاویه قائمه آن بکشد. ولی» دقت 
اینگونه‌ابزارها معمولا" خبلی‌زیاد نیست. اگر گونیای‌چوبی رابر گردانیم 
ودررکنار زاویه‌ای که رسم کرده‌ایم ً بگذاریم» اغلب به چئین نتیجه 


اسفیاری می‌رسیم : 


به این ترتیب» گونیای چوبی, يك قائمة بدون عیب نیست. 


حتی یونانبان باستان هم‌یرای انجام ساختمانهای هندسی» بادقت 


۳۵ بازی با بینها بت 
بسیارمناسبترین ابزارها را انتخاب می‌کردند. خط کش راتنها می‌توان 
پرای رسم خط راست به کاربرد (ونه برای رسم زاویة قائمه). 

پاوجود این در اینجا يك مصالحه وجود دارد: به ندرت‌موفق 
می‌شوند خط کشی‌درست کنندکه کنارة آن خط راست واقعی باشد.دایره 
را می‌توان با وسیله‌ای رسم کرد که تا حد زیادی دقیقتر است؛ دراینجا 
لازم‌نیست»مدادرا دور دایرة چوبی بچرخانيم بلکه دایره به عودی‌خود 
به‌وسیلهة پرگار» رسم می‌شود. اگر بازوهای پسرگار خیلی آزاد بسه هم 
وصل نشده باشد» واگر انتهای یکی از بازوها را درنقطٌ مطمشنی؛محکم 
نگاه داريم انتهای بازوی دوم » به فاصلة ثابتی از نقطةُ انتخابی باقی 


می‌ماند و دایر؛ دقیقی را برای مارسم م یکند: 


بونانیمای باستان برای رسم شکلم‌ای هندسی؛ به جز خط کش و 


عقل‌خا لس ازخود | ننقادمی کند ۳۸۵ 


پرگار ازهیچ‌وسيلةٌ دیگری استفاده نمی کردند. ضمناًه ایتراهم یادآوری 
کنیم که هرچه از پرگار بیشتر واز مط کش کمتر استفاده کنیم» شکلی 
را که رسم می‌کنیم » قابل اعتمادتر خواهد بود. بعد از گذشت سده‌های 
زیاده معلوم شد که حط کش را بسه طورکلی می‌توان حذف کرد: هر 
ساختمان هندسی را که بتوان‌به‌یاری خط کشو پر گار انجام‌داد‌می‌توان 
تنها به کمك پر گار هم به انجام رساند. البته روشن است که با پرگار 
نمی‌توان خط راست رسم کرد؛ بنابراین» اگر ساختمان‌يك شکل‌هندسی 
تنها به كمك پرگارانجام شود؛ مثلا" مربع به وسیلهٌ چبار راس آن 
مشخص می‌شود: 


ی > 


در واقع» شکلی‌را که به‌این ترتیب مشخص شده باشد.می‌توانیدبه 
سادگی پیش خود مجسم کنید. 

باهمة اینپاء ما به‌عود اجازه می‌دهیم که ازخط کش وپر گار» هردو 
استفاده کنیم. طبیعی است که این پرسش پیش آید: کلام ساختمانهای 
هندسی را می‌توان؛ تنها با استفاده از این دووسیله انجام داد؟ 

تکلیف مسأًلاتر بیع دایره هم: درگرو پاسخ‌به همین پرسش‌است: 
به‌ما دایره‌ای داده‌اند واز ما می‌خواهند» مربعی رسم کنیم که مساحت 


۳۵۶ بازی ب بینهایت 


آن برابر بامساحت این‌دایره باشد ( یمتی؛ «سهعریمی‌هم ادز باداير مفروی»- 

ما می‌دانيم که مساحت دایره را می‌توال بادقت معین کرد ؛ از 
راه شکل مستقیم الخطی که مرتباً ببتر و بهتربه دایره تزديك شود . 
مثلات اگر دایره‌ای به‌شعاع واحد رسم کنیم» برای مقدار مساحت آن به 
عدد گنگ کاملد" مشخصی می‌رسیم که بارقمم‌ای ۸۱۴۳۰۰۰ ۳. آغازمی‌شود 
ورقممای دهدهی آتر تاهرجا که بخواهيم؛ می‌توانيم ادامه دهیم. ایسن 
عدد گنگ» آنچنان نقش مهمی درریاضیات‌دارد که حتی نام احتصاصی 
بران آن انتخاب کرده‌انده نامی که شما از زمانی که روی نیمکتهای 
دبستانی می‌نشسته‌اید باآن آشناهستید بعنی 7. 

ولی: همینکه مساحت دايرةٌ به شعاع واحده برای ما معلوه‌باشد» 
بلافاصله می‌توانیممربعی را باهمان مساحت نشان دهیم. برای محاسبٌ 
مساحت هرمربع. باید طول ضلع آثرا مجذور کرد. عددی وجودداردکه 
مجذورآن برابر با ج باشد این عدد را می‌توآن به‌صورت چ/ نشان‌داد. 
بنابراین» جواب مسالهة ما عبارتست از مربعی به‌ضلع . 

تا اینجا؛ مطلب درست است. ولی ما نمی و استیم بدانیم که آیا 
چنین مربعی وجود دارد یا نسه » ما می‌خواستیم ببینیم که آیا به كمك 
پر گار وخط کش: می‌توان این مربع را رسم کرد پا نه! 

این حقیقت که ج/| » عددی است گنگ ‏ پعنی عددی است که به 
صورت کسردهدهی نامتناهی و غیر دوره‌ای ن-وشته می‌شود» به خودی 
خود. دشواری بزر گی‌به وجود نمی‌آورد. مثلا" مامی‌توانیم مربع‌به‌ضلع 
برایر 1 را رسم کنیم» و ما این مربع را ضمن حل‌مسالهُ مربوط به دو 
برایرکردن مساحت حوض, قبلا" بدست آورده‌ایم. 


عقل‌خا لص‌ازخود | نتقادم ی کند پ«۵ ۳ 


آیا نمی‌شود ب/[ را هم به ترتیبی به کمك پر گار وخط کش رسم 
کرد؟ 

علاقمندانی که در جر بان صدهاسال درجستجوی‌چنین ر اه حلی‌بودند» 
به‌هیچ نتیجه‌ای نرسیدند, رامحل اصلی مساله: تنبا زمانی پیدا شد که 
توانستند مساله‌های هندسی را به‌زیان جبری بیان کنند, 

چه شکلپایی را می‌توان به باری پر گاروخط کش رسم کرد؟ خط 
راست ودایره.ولی ما می‌دانیم که در زبان جبری: خعاراست را یامعادلة 
درجة اول و دایره را با معادلة درجة دوم بیان می‌کنند . بنابراین؛ هم 
ساختمانهای هندسی: کهبه كمك پرگار و حط کش قابل اجرا هستند متناظر 
پاحل چنین معادله‌هایی می‌شوند. . 

از طرف دیگر» توانسته‌اند ثابت کنن د که عدد | ۰ و همچنین‌عدد 
+ نمی‌تواند ضمن حل چنین معادله‌هایی بدست آید. اصولا این عدد 
چ تمی‌تواند جواب هیچ معادله‌ای‌باشد. ولواینکه معادله را ازدرجه‌های 
دیگری بگيربی مگراینکه خود عدد جرا به نحوی درضریبمای معادله 
داخل کنیم (مثلاگ در معادلةه دج - ین بدست می‌آید: #حی). بسه 
به همین مناسبت می‌گویند که م عددی جبری نیست؛ چنین عددهایی» 
غیرجبری پا مده‌الی (ترانساندا دت) نامیده‌می‌شوند. 

حالا » دیگر هیچ تردیدی نداریم که ترپیح دایره ممکین نیست, به 
این ترنیب» یکباردیگر ریاضیدانان توانستند عدم امکان حل یك‌سالةً 
مشخص را به كمك ابزارهای معینء ثابت کنند. 

در کنار کشفی که وجود عددهای غیر جبری »یعنی عددهایی راکه 
نمی‌توانندجوابی از يك‌معادلجبری باشتد.نشان می‌دهد(می‌توان‌ثابت کرد 


۳۵۸ بازی با بینها یت 


کهعدد. .۲/۷۱۰ 6 مبنای‌لگاریتم طبیعی» هم يك عدد غیرجبری است» 
علاو »بر آن»می توان‌ثابت کرد که‌عد دهای‌غیر جبری: | کثریت عددهای گنگ را 
تشکیل می‌دهند)» من‌می‌خو آهم روی‌جنبه دیگری‌از استدلالی که‌هم| کنون‌دادیم 
تکیه کنم» جنبهٌ مربوط به‌اصالت و درستی روش کار که‌پونانیم‌ای‌باستان 
اممیت زیادی به آن می‌دادند. ماءاصلا" به این پرسش نپرداختيم که آیا 
به طورکلی می‌توان وسیله‌ای پیدا کر دکه به كمك آن بتوان مریعی‌ساحت 
که مساحت آن برابر با مساحت دايرة مفروض باشدر وقت آنست که 
بگوییم» در پایان سدة گذشته وسیله‌ای ساخته شد که‌می‌تواند با عمل 
کاملا" مکانیکی؛ چنین مربعی را «آماده کنده)؛ ما تنبا پاسخ بك پرسش 
کاملا" مشخص را دادیم: آیا می‌توان چنین ساختماتی را به کمك پر گار 
وخط کش انجام داد. 


عقل‌خا لس ازخود | نتقادم ی کند ۰ , ۳۵۹ 


وقتی که مساله به‌اینصورت‌تنظیم شده باشد» برای هرریاضیدانی» 
برای هميشه‌يك مسالاحل شده است.منتمی به‌صورت منفی-و تنهاکسانی 
آنرا باورئمی کنند که عقل درستی ندارندو اقسون «تربیع دایره» باز هم 
اعصاب آنها را تحريك وخود آنما را به تحقیق وادار می‌کند. 

به خاطر همین اصالت روش کار وتنظیم روش شرطپاست که در 
میان ریاضیدآنان؛از آن نوع سوء تفاه‌مهائی که در جمع سخنگویسان 
دانشهای دیگر وجود دارد؛ پیدانمی‌شود. ریاضیدانان عمذ زمانها و هم 
کشورها؛ همیشه یاهم تفاهم کامل دارند. مشهور شده است که آنهاءزبانی 
«نامفهوم»و «ساعتگی»دارند؛ درحالیکه احتمالا حتی یکنفرهم درمیان 
دیگرمردمان پیدانشودکه پیام خود را؛ مثل يك ریاضیدان اینطوردقیق 
وحساب شده بیان کند. روشن است که در موضوع متورد ببررسی 
ریاضیات‌هم؛ سهمی‌آزذهنی‌بودن وجود دارد» همچنانکه درهمثرشته‌های 
دانش» چنین است. مثلا" نقطه وعط: درتصورافرادمختلف» معکن است 
به صورتمهای‌مختلفی جلوه کند. یکی ازمعلممای من»نخستین درس‌خودش 
را از اینجاآغاز کرد که به طور غیر منتظره‌ای از شاگردان پرسید : 

شما هر گر نقطه را دیده‌اید؟ 

دنه [ 

- هیچوقت نقطه را رسم کرده‌اید؟ 

بله» یعتی - دوست همکلاس من حرف خودرا تصحیح کنردت 
من چنین قصدی داشته‌ام» ولی البته به طور کامل موفق نشده‌ام. 

۱ (من گمان‌می کنم که به‌خصوص به‌خاطر همین پاسخ بود که کلاس 
م هميشه مورد توجه معلم بود) . وقتی که‌روی‌شکل؛ذرة کوچکی ازمنز 


۳2۰ بازی با ینهابی 


مداد باگچ را می‌گذاریم » چیزی که به یاری ذره‌بین به صورت تیه‌ای 
کوچك دیده می‌شود؛ روشن است که نمی‌تواند يك نقطه باشد . هر کسی 
پیش‌شود تصوری از نقطه داردو با توجه‌به‌همین تصور است که‌می کوشد 
آنرا به نحوی رسم کند. 

تصورشخط راست‌می‌تواند بازهم ذهنی‌تر باشد.خحط راست به‌هیچوجه 
ساده‌ترین خطبا نیست: بچه‌های کوچك و آدمپای نخستین + شط راست 
رسم نمی‌کنند » نزدیکترین خط به ذهن آنهاء به‌شکل يك کمان عم شده 
است.برای کشیدن خط راست » ذهنی لازم است که تا حد بسیار زیادی 
ثربیت شده وبه نظم در آمده باشد. 

باتوجه به تصورهای‌گوناگونی که دربار؛ موضوع مورد بررسی 
ریاضیات وجوددارد: وقتی كه‌يك ریاضیدان می‌خواهد اطلاع بدهد که 
چیزی را دربارة نقطه‌ها وخطماي راست ثابت کرده است» مطلب خودرا 
به این ترتیب مطرح می‌کند: 

«من نمی‌دانم که تو شکلهای هندسی را چگونه پیش خود تصور 
می‌کنی. بنابرتصور من دربارةآنها؛ از هر دونقطه می‌توان يك‌خطراست 
عبور داد. آیا اين؛ باتصور تو مطابقت دارد؟» 

اگر در برایبر این پرسش پساسخ مثبتی بشنود, وتنها در چنین 
حالتی؛ به عود ح می‌دهد دنبال صحبت خود را بگیرد: 

«من چیزی را ثابت کرده‌ام ودر رونسد استدلال از هیچ خاصیت 
دیگرنقطه‌وخط راستجز آنچه که توبامن موافقت کردی» استفاده‌نکرده‌ام. 
بنابراین توحرف مرا می‌فهمی ولواینکه دربار؛ تصورهای دیگری که از 
نمطه وحط راست دارم» بامن موافق‌نباشی». 


عقل‌خا لس ازخود امتقادمی کند ۳ 


ریاضیات؛ ادعای‌عرضه کردن حقایق‌مطلق راندارد. پیام‌ریاضیات 
هميشه خیلی ساده واز این نوع است: «اگر... آنگاه...». «گر تنها از 
پر گاروخط کش استفاده کنیم:؟ نگاه تر بیع دایره ممکن نیست. اگر تصور 
ما از نقطه وعط راست چنین باشدء آنگاه فلان حکم دربار؛ آنها درست 
است. 

در واقع » مدرسه با چنین پیامی ریاضیات را به ما نمیآموزد؛ 
ما هی در قسمتبای قبلی این کتاب ؛ با چنین مسوضوعهایی بسرخورد 
نکرده‌ايم. وقتی که کسی؛ اطلاعی به دیگری می‌دهد» همیشه بپتر است 
که نعیجه را ته به‌صورت تمام شدة آنء بلکه بانشان دادن روندی که 
منجر به شکل گرفتن آن شده است» مطرح کند. ولی» درتب وتاب این 
شکل گرفتن شرطمهای جدی ودقیقی که لازم است» به طور کامل روشن 
نمی‌شود. باوجود این اغلب بسه دنبال هرپیشرفت جدی» دوران انتقاد 
قرا می‌رسد* 

ریاضیات. به گذشته‌ای که داشته است می‌ن‌گر دو محتوی اصلی 
نتیجه‌هایی را کهبدست آورده است» از پوسته‌های زیادی آن:پاك می‌کند. 

دستگاه اصلهاگ اقلیدس 

نخضستین مدافع بز رگ منظم کردن ریاضیات. اقلیدی بود. رسالهٌ 
هندسی او در چریان سده‌های بسیار» نمونه بودن خود را حفظ کرد. 

اقلیدس» درآغاز نوشته‌اش» مفبومهای بنیانی راتعریف می‌کند 
وشرطهای اساسی را که برای این مفپوما لازم است؛ مشخص می‌کند 
(او؛ ابي شرطیا راء آ کسیوم - اصل موضوع - می‌نامید). استدلالهای 
بعدی مربوط به ایئست که چگونه با تصورهاپی که از نقطهء حط راست 


2 بازگ با بینها یت 


و صفحه داریم» می‌توانیم اصل موضوعهای اقلیدی را به‌عنوان‌حقایقی» 
بپذيريم. به‌این‌ترتیب» اقلیدی؛ اصل موضوعبا راهمءبادقت بسیارزیادی 
انتخاب کرده است. ما در اینجاء با چنان پیامپابی سرو کار داریم که 
پا دید هم مردم تطبیق می‌کند؛ مثلا"؛ بین اصل موضوعمها » این حکم 
وجوددارد که از دو نقطة داده شده» می‌توان يك خط راست؛ وتنما يك 


خط راست» گذراند: 


از همان روزهای تالیف کتاب اقلیدی:ودر جریان دوهزارسال» تنها بر 
سر یکی از ال موضوعبا بحث در گرفت؛ واین همان اصل موضوع 
مربوط به‌توازی است: اگرعط راستی داده شده باشدء از نقطةٌ مفروضی 
که روی عط راست قرار ندارد» می‌توان يك خط راست» وئنما يك خط 
راستء رسم کرد به نحوی که تا هر جا دو حط راست را ادامه دهیم > 


به هم نرستد: 


می‌گوییم این خحط راست جدید» باخطداده شده»متوازی است:مادو باره» 
وبه همین زودی» به این موضوع برمی‌گردیم. 

ایعدا باید به امکان دیگری» که‌مربوط به‌روشاصل‌موضوعی‌است 
توجه کنیم. 

اگراستدلال دربارة يك قضیه چنان پیش برود که هر کس‌بتواند 
تصور خودش را دربارة نقطه» خط راست وصفحه درآن ببیندرتنهابااین 
قید که این تصورها پاید با شرطمای مربوط به اصل موضوعپاء سازگار 


عقل‌خا لصا زخود | نتقادمی کند ۱ ۳۶۳ 


باشد) درایتصورت دیگر این موضوع اهمیت ندارد که به طو رکلی؛ 
چیزهایی که دربارة آنها صحبت م یکنیم» وجود دارند یانه» و اصول" 
مفپوم واقعی‌نقطه شط راست وصفحه چیست! ممکن‌است که این شرطهاد 
اصل موضوعما- برای موضوعهای دیگری‌هم صادق‌باشتددرایتصورت؛ 
همین استدلالها: بی‌تواند منجر به حکمی دربارة این موضوعبای جدید 
هم‌بشود. دراین حالت. ما «بايكث حکم به دوحکم می رسیم »» 

ماء پیش از اینهم» وقتی که از قانون رابطةٌ متقابل صحبت می- 
کردیم: به اين موضوع برخوردکرديم د رآنجاء شخص می‌توانست حتی 
این تخیل زیبا را بپذیردکه نقطه را به عنوان خط راست» وخط راست را 
به عنوان نقطه. درنظر بگیرد (خواننده مثالی را که در آنجا داده‌بودیم 
بهیاد می‌آورد که: سه‌نقطه وقتی يك مثلث تشکیل می‌دهند که بر يك 
خط راست واقع نباشند 4 سه خط راست » يك مثلث را تعریف می کنند» 
وقتی که از يك نقطه عبور نکنند). 

مثلا" فرض کنید» کسی باشد که وقعی در بسارةٌ نقطه‌ها صحبت 
مي‌کند » تنها نقطه‌عایی را در نظر بگیرد که در داخل يك دايرة باشند 
(ضمتاً نقطه‌های واقع برمحیط دایره را هم ب‌حساب نیاورد) وبه عنوان 


۳۶۴ بازی با بنهایت 


خط راست هم تنبا پاره عطهایی را در نظر بگیرد که در داخل این‌دایره 
قرار گرفته باشد. 

در این دنیای محدود این‌پیام درست است: «ازدونقطه (یعنی‌ازدو 
نقطةُ واقع درداخل دایره)؛ می‌توان يك‌و ننبا يك شحط راست (یعنی‌قسمتی 
از خط راست که به محیط دایره محدود شده است): گذراند» . بنابراین: 
در اینجا هم؛ همه حکمهایی که به نقطه‌و خط راست مربوط می‌شوند و 


می‌توانند؛ تنپابراساس همین يك اصل موضوعثابت شوندء درست‌است. 
هندسٌ هذلولی 


حالا» به اصل موضوع توازی برمی‌گردیم. شگفت آور نیست که 
وقتی آدمی به این موضوع می‌اندیشد» و حتی خوانندة این کتاب»خیلی 
زود به‌این نتیجه برسد که ارنقطة واقع درخجار ج يكك خحط راست» می‌توان 
ثنبا يك حط راست موازی با حط داده شده رسم کرد. ودر این میان» 
خواننده اصلا" گمان نمی کند که ممکن است به این حاطر؛ مشکلی پیش 
آید دنیای تصوری بیشتر مردم اینطور گواهی می‌دعد که اصل موضوع 
توازی؛ هیچ نیازی به بحث ومجادله ندارد. 

باوجود این وقتی که من رباضیات را به بچه‌های ده‌ساله یادمی 
دادم» باحقیقت زیر مواجه شدم: 

هر کدام از دانشآموزان مربعی در دست گرفته بودند ومی‌بایستی 
بگویندکه چه حاصیتم‌ایی دریار؛ُ ضلعم‌ای مربع» به چشمشان می‌شورد 
خیلی زود؛ واه «موازی»د رکلاس طنین انداخت؛ برای بچه‌ها» مهوم 


این واژه» روشن بود. من پرسیدم » وقتی در بارة توازی خطها صحبت 


عقل‌خا لس اززخودا فتقاد می‌کند ۳۶۵ 


می‌کنیم؛ چه چیزی به نارشان می‌آید. یسکی از بچه‌ها گفت: خطمای 
موازی امتدادهای یکسان دارند. دیگری‌گفت: دو خط موازی به‌فاصلة 
ثابتی ازیکدیگر قرار دارند. سومی گفت : دوخط موازی را» هرقدرادامه 
دهم به هم ثمی‌رسند, من گفتم : دهم اینبا درست است؛ هر کدام آزاین 
خاصیتها را می‌توان به‌عنوان‌نشان‌توازی درنظر گرفت وبعد» دوخاصیت 
دیگر را از آن نتیجه گرفت», در اين موقع» آنیا » بهترین شاگردمن» 
که هميشه وید موقع‌نکته‌های باریکی را مطرح می‌کرد» از نیمکت‌جاو 
کلاس بلند شدو گفت وبرای دوخط موازی: این تشانه عوب نیست کسد 
بگوییم آنما» ب‌یکدیگر برنمی خورنده زیرا می‌توان دوخط راست پیش 
خود درنظر گرفت» که به فاصله ثابتی از هم نباشند ودر عین‌حال عرچقدر 
که‌آنما را ادامد دهیم» هرگز به هم نرسند» و آنوقت؛: روی شکل» د و خعلی 
را که پیش خود تصور کرده بود به من نشان داد: 


من باور کردم که ذهن‌المامی ای چنین امکان‌تصوری را به ارداده‌است. 
روشن است که این مساله را نمی‌شود با تکیه برتجربه» یررسی 


کرد. اگر «موازی» ماء شیبی به این ترتیب داشته باشد: 


ید 


با ادامه دادن هر دوعط راست» می‌توانم متوجه شوم که آنها بد هم 
برخورد می‌کنند. ولی؛ فرض کنیم که شیب خط راست بسیار کم‌باشدو 
ما» زاوپةٌ شیب را به يکدهم یکصدم» یکمزارم»... شود تبدی لکنيم. 


و۳۶۶ بازی با بینهایت 


از کجا می‌شود دانست که وقتی این دنباله شیبها را ادامه دهیم؛ ب‌جائی 
رسیم که‌عط راست‌ماء خط راست زیرین را قطع‌نکند ؟ کسرهای نامعناهی 
را هرگ نمی‌توان بهخر رسانید. 

ما به‌ئمونة متحنی برخورد کرده بودیم که به يك خط راست. 
دائماً نيزديك مي‌شد » ولسی هرگر به آن تمی‌رسید 4 حسرشاخه‌ای از 
هذلولی» همین خاصیت را دارد. 

به این ترتیب» نباید دراین باره تعجب کرد که آدمهایی وجود 
داشته‌باشند کسه در مسورد خطمای راست هم پیش خود چنین تصوری 
داشته باشند. تصورهای ما از راه دنیای احساسهای ماء شکل می‌گیرد. 
من» مثلا" فکر می‌کنم» کسی که مدتما از فرد مورد ععلاقه‌اش جدا شده 
است» می‌تواندنقش نزدیکی بی‌پایان خود را با وجود مورد محبت‌خود» 
به تصور آورد. در حالیکه؛ باهمه اینهااز خود برخورد خبری نباشد. 

هرطو رکه فر ضکنیم» به هرحال» از همان زمان اقلیدی,» به‌تدریج 
کسانی پیدا شدند که نقطه نظر آنپا؛ بانقطه‌نظر شاگردمن آخیا» تطبیق 
می‌کرد. البته تردیدی نیست که این آدمها؛ خودشان هم یه حقائیت 
خود اطمینان نداشتند؛ دست کم بسه اینمناسیت که سرخلاف اعتقاد 
اکثریت»فکر می‌کردند. ولی؛ آنها» با این ادعا که اصل موضوغ‌توازی؛ 
ازلحاظ روشنی وسادگی؛ بادیگراصل موضوعبا؛ تفاوتی ندارد‌اعتراض 
می‌کر دند: «اگر بتوان این اصل موضوع را » تنبا به کمك شرطبای ی که 
مورد تردید مانیست؛ ثابت کرد؛ آنوقت ما آنرا می‌پذیریم ». 

درطول صدهاسال»ر یاضیدانان بیپو ده‌م یکوشیدند تااصل‌موضوع 
توازی را ءباتکیه بردیگر اصل موضوعا ثابت کنند. 


عقل‌خا لص ازخود | ننقا دم ی کند ۳۶۷ 


پانوش بایای » رباضیدان مجار: یکی از نخستین کسانی‌بود که 
جرات کرد بدون ترس نقطه نظر مخالفی را بیان‌کند: «اصل موضوع 
توازی رانمی نوان ثابت کرد زیرا این اصل موضوع درست نیست. 

من اینطور گمان می‌کنم: اگر از نقطه‌ای که درخاج عط راست 
مفروض‌قرار گرفته‌است» خط راست تازه‌ای‌بگذر انیم که‌شط راست‌مذر وض 
را قطع کند» و آغاز به‌چرخاندن این خط راست تازه‌بکنيم» آنوقت خط 
راست نخست: با عط راست تازه » در نقطه‌ای که مرتباً دور می‌شود» 


برخوردم یکند» تااینکه خطهای راست برای هميشه از هم‌جدا می‌شوند: 


این خطراست «متباعد»» نسبت به‌عط راست بیحر کت هنوز فقداری‌شیب 
دارد. اگرخط راست متحر رابیشتر بچرخانیم» روشن است که تامدتی» 
بط واست زیرین را قطع نمی کند» تا اینکه بازوی دومآن به‌طرف راست 
بیحر کت حم شود: 


به ان ترتیب» از هر نقطه واقسع در خارج يك خط راست» دو حط 
راست«متباعده می‌توان‌رسم کرد. هیچکدام ازبینهایت خط راستی که در 


داخل اپسن دو خط قرار گرفته‌اند ؛ خط راست مفروض را قطع نمی 


۳۶۸ ی 


کنند؛ بنابراین تنپا خطهای راستی که انحراف بیشتری داشته باشند» 
می‌توانند خط راست مفروض را قطع کنند. 

هرکسی که مثل من به اشیاء نگاه می‌کند با من بیاید تابرای او؛ 
هندسه جدیدی بسازم!» 

به این‌ترتیب» باهای ؛ به‌عنوان شرط اصلی انکار اصل‌موضوع 
توازی را پذیرفت؛ ولی» دیگر اصل موضوعبای اقلیدس را نگه‌داشت‌و 
این پرسش را مطرح کرد: با توجه به این شرطهاء چه حکمهایی دربارة 
نقط خط راست وصفحه می‌توان بدست آورد؟ 

به این ترتیب بودکه حندسذ هذلولی (هیپربوليك) به وجود آمد 
(هرشاخة عذلولی نسبت به مجانب خود. شبیه خط «متباعد» است ) که 
به کلی باهندسة اقلیدسی متفاوت است. 

همزمان با باپای » دانشمندان دیگری هم امسکان وجود هندسة 
نااقلیدسی را کثف کردند. مثلا نیکلایباچوسکی هم درروسید به‌همین 
نتیجه رسید. این: يك پدیدة کاملا" عادنی است: وقتی که مساله‌ای بسه 
حد کافی «پخته» شود درمرحله‌ای از کار: ریاضیدانانی پیدا می‌شون که 
بدون بستگی با یکدبگره ودر نقطه‌های مختلف کرة زمین» وجود آنرا 
حس‌می کنتد . 

پرسش دیگری هم وجود دارد که از آن نمی‌توان گذشت و باید 
به‌آن پاسخ داد. صرفنظر از اینکه سا موفق بشویم پا نه» اگر اصل 
موضوع توازی قابل اثبات باشد ‏ آیا به معنای این نیست که هندسة 
هذلولی برپایة نادرستی بناگذاشته شده است وبتایراین باید دیر یازود 
به انبومی از تناقضبا برخورد کند؟ 


عقل‌خا لس از خودا نتقاد_می‌کند ۵ ۳۶ 


ماحالا دیگرمی‌توانيم به این پرسش: پاسخ دهیم. موضوع‌اینست 
که‌هندسة هذلولی وهندسة اقلیدسی» ازنظر قابل قبول بودن‌آنها؛ءحتوقی 
کاملا متساوی دارند. اگر قرارباشد که‌هندسة حذلولی» درجائی به‌تتاقض 
برخورد کند» هندسه آقلیدسی هم باید متناقض از آب درآید. 

این حفیتت‌از اینجا ناشی می‌شود که حتی ار از چار چوب 
هندسٌ اقلیدسی‌هم تجاوزنکنيم» می‌توانیم«مدل » هندسةهذلولی را بسازیم 
این مد برای ما آشناست وعبارت از دنیای محدودی است که در آن 
هم نقطه‌ها وحطهای راست. درداخل دایره‌ای که بريك صفحه واقع است 
قرار گرفته‌اند. مادیدیم کد نقطه‌ها وخطمای‌راست؛ به‌اين مفروم محدود 
ود با يك شرط اساسی هندسه اقلیدسی ساز گارند. می‌توان ثایت کرد 
که این نقطه‌ها وخطهای راست» در همه اصل موضوعما» به جز اصل 
موضوع توازی؛ صدق می‌کنند. به جای اصل موضوع توازیء باید نفی 
آن» یعنی اصل موضوع لوباچوسکی_بایای را قبول کرد: 


در اینجا وخطم‌ای متباعد» عبارتند ازحظبهای راستی که از نقّطةٌ مفروض 
ونقطه‌های مرزی خط مفروض (یعنی نقطه‌مایی که روی مجیط دایره‌اند) 


۳۷۰ بازی با پینها یت 


عبور می‌کنند؛ خطهای راستی که بین اين خطمهای متباعد قرار گرفته‌انده 
حتی به مفبوم اقلیدسی هم» خط مقروض را (در داخل دایره) قطع نمی - 
کنند. به‌عمین دلیل است که اصل موضوع نوباچوسکی - بابای بادیگر 
اصل موضوعمای هندسة اقلیدسی متناقض یست . دراین دنیای محدود» 
همه اصل موضوعمای هندسةٌ مذلولی ۰ می‌توانند در کنار هم زندگی 
کنند . 


هندسه‌های مختاف 


وقتی که توانستیم دونو ع هندسه متساوی‌الحقوق پیدا کنیم؛هیچ 
چیز نمی‌تواند مانع از این شودکه به‌تعدادآنها اضافه کنیم. مامی‌توانیم 
این بازی راء بدون توجه به‌جنبه عینی آن, ادامه دهیم: به جای یکی‌از 
اصل موضوعپاء به شرطی که نتیجه‌ای از دیکر اصل موضوعها نباشدء 
لقیض آنراانتخاب می کنیم وباتکیه بر آن؛سی‌می کنیم حکمهایی راثابت 
کنیم. حتی می‌توان»به‌عنوان آغاز کار اصل موضوعیای به کلی‌دیگری 
را در نظر گرفت. هیچ لزومی نداردکه شرطبا را پراساس تصورهایی که 
داریم بنابگذاریم؛ هندسة عذلولی به‌ما نشان دادکه این شرطها» خیلی 
متزلزل‌اند وضمناً برای دوفرده ک+تصورهائی متفاوت وخاص خودشان 
دارند» ممکن است نتیجه‌های مختلفی بدست آید. 

بنایراین؛ می‌توانیم هرچند هندسه که لازم باشد؛ بسازیم. و اين 
تنها يك بازی پوج وسرگرم کننده نیست. فيزيك امروزی » بسراساس 
چنین هندسه‌های انتزاعی؛ توانسته‌است بر گرومی از پدیده‌های جهان 
واقعی ماء روشنایی بخشد. 


دیدو تصور آدمی؛ چیزی جامد و صلب نیست و به ندریج وتحت 


عقل‌خا لص از خود ! نتقادم یکند ۳۷۱ 


تاثیر پیشرفت دانش» تغییر می‌کندوشکلم‌ای تازه‌ای به خود می‌گیرد. 
وقتی معلوم شد که زمین يك قرص مسطح نیست» وقتی کدبشرء 

به‌این واقعیت‌تسلیم شد که مردمان‌طرف دیگر زمین «سرهایی روبه‌پایین» 

دارند؛ آنوقت دید وتمنور بشرء به کلی تغییر کرد ورنگ دیگری به 


اه 
شود گرفت. 


وقتی که نظرية نسببت که در فيزيك امروزی به‌وجودآمده‌است» 
جای خود راباز کندوبه‌صورت معرفت عمومی در آید؛ آنوقت دیداقلیدسی 
هم به‌پاپان حکومت شودمی‌رسدو آ گاهی مردم از واقعیت جبان فیزیکی 
تصور آنپا را تغییر خواهد داد ودیگر معوجه خواهند شدکه هندسه‌ای‌را 
که امروز انتزاعی به‌نظرمی‌رسد» می‌توان یه صورت يك مهندسواقعی» 


مجسم کرد. 


۳۷۲ بازی باپیتهایت 


ضمیمه‌ای در بارةُ بعدچهارم 

می‌خواهم دوباره به کلمة‌مدل» بر گردم. ما توانستیم در مرزهای 
هندسه اقلیدسی: «مدل» عندسة مذلولی را بسازيم» به این ترئیب کهبد 
کمك دایره: قسمتی از صفحة اقلیدسی را جدا کر دیم سپس برای‌هرشکل 
هندسة عذلولی + چیز متناظری درداخل دایره و برای هرحکمی ازهندس 
مذلولی»حکم متناظری که داخل دایره صادق‌بود» پید| کردیم . چنین بستگی 
بین دوشاخة دانش راء پیش ازینیم» وقتی که درجبر‌مدلی برای هندسد 
جستجو می کر دیم» دیده بودیم. درآنجا: نقطه را معناظر بايك زو ج‌عدد 
وخط را متناظر بايك معادلهٌ دومجهولی کردیم وبتابراین» قسمت کامل؟ 
معینی ازجیر را جدا کرديی که در آن هرشکل هندسی بانوعی بیان‌جبری 
وهرقانون هندسی» به‌صورت يك حکم جبری؛ داده می‌شود. 

ازبر کت این‌بستگی» می‌توانیم قانونیای هندسی را باروش‌جبری 
جستجو کنیم» و برعکس نتیجه‌های هندسی را پسرای تسوضیح و 
بررسی تابعپایی که منحنی آنما وا در دست داریم: به کار بپریم. 

همه اینیا؛ مربوط به هندسة روی صفحه است» ولی بسدون هیچ 
زحمتی می‌توان به‌فضا عم منتقل کرد. درفضا» برای معین کردن يك‌نقطه: 
به سه عدد نیاز داریم (اگر آشیانة پرنده‌ای که قبلا" از آن یاد کرده‌ايم؛ 
دربالای درعتی قرار گرفته باشد»‌برای تعیین دقیق جای آن, باپدارتفا ع 
درخت راهم پدانیم تامعلوم شودکه چه‌نردبانی باحود بردارپم‌تابتوانیم 
به آشیانه دسترسی پیدا کنیم). شکلمای فضائی هم به‌وسیلة معادله‌هایی 
باسه مجمول بیان می‌شوند. این مجم‌ولها را؛می‌توان بر بو ونامید. 


مثلا. اگر با معادله‌ای به‌صورت لو 2-۳-1 سرو کار داشته باشیم» 


عقل‌خا لس از خود! نتقاد می کند ۳۳۳ 


پلافاصله متوجه می‌شویم که مقدار 2 مهم به مقداری که برای ‏ انتخاب 
می‌کنیم وهم به مقداری که برای بو انتخاب می‌کنیم» بستگی دارد.می- 
گویند که 2 نابعی است ازدومتفیر (درزندگی؛ مااغلب‌به چنین تابسهایی 
برخورد می‌کنیم: مثلا پول بیمة عمر» هم به‌سن بیمه‌شده وهم به‌مجموخ 
مبلغ بیمه بستگی دارد). از هر حقیقتی که برای يسك شکل‌هندسی در 
فضا ثابت شود » بلافاصله حکمی مربوط به يك تابع دو متخیره نئیجه 
می‌شود. 

در فضاء لازم لیست همه چیز را از اول آغاز کنیم. بسیاری از 
حکمپایی را که در صفحه صدق می‌کنند » می‌توان برای حالت فضائی 
تعمیم داد. مثلا"» در صفحه فاصله يك تقطه - فرض کنید نقطُ(۲:۴)- 
تا نقطة صفررا؛ به این ترتیب پیدامی‌کنیم: 


این فاصله » عبارنست از وتر مثلث قائم‌الزاویه‌ای که صلعهای 
مجاور به ژاوية قالمةآن؛ همان مختصات نقطهُ مورد بررسی است. بنابر 
قضیة فبثاغورث »مربع وتر برابر است‌با مجموعمربعهای‌دوضلعمجاور به 


زاوبة قائمه. از آنجا فاصلةً مورد نیاز ما برابر است با 


۷۳ 


0 ۳۷ 


به‌همین ترتیب؛ می‌توان ثابت کرد که مثلا" فاصلهٌ نقطه‌ای از فضا کدبا 
مبختصات (۳۲:۴:۵) معین شده است؛ نا نقطهٌ صفر براپر است‌با 
۳۲+۴۲+۵۲/ 
اغلب» می‌توان بایعنین تعسیم ساده‌ای: ازصفحه به فضا رفت. بنابراین» 
بسیاری از حکممهای مربوط به‌تابصهای بايك متغیر را می‌توان به‌سادگی 
برای تاپعهای با دومتغیر تعمیم داد. 
ولی؛ بسیار پیش‌م ی آید که ما باتابپایی سرو کار پیدامی کنیم که 
شامل سه: چهار- وبه‌طور کلی.تعداد دلخواهی متغیر هستند. ممکن است 
به نظر آید که دراینجا با سدی غیر قابسل عبور رویروهستیم: اگر از 
صفح دوبعدی» به فضای سه بعدی می‌رویم» حالا دیگر ازفضای سه‌بعدی 
به کجا پرویم؟ فضای چهار بعدی» چیزی نیست که در اختیارما باشد. با 
وجود اين:مدلهای جبری چنانند که مثل‌اینکه چنین فضایی وجوددارد. 
مثلا می‌توان چپارعدد (۳۰۴:۵:۶) را نقطه‌ای به‌حساب آورد وعدد 
توب وپای باب 
را به عنوان فاصلة این نقطی از نقطف صفر درنظر گرفت. با این عددها؛ 
شببه عددهایی که‌متناظربا نقطه‌های «و اقعی؛ هستند کارمی کنیم و نتیجه‌ها 
وحکمپهایی راکه‌از اپن راه بدست می آوریم؛ برای‌تایعم‌ای‌سد متغیره؛ به 
کارمی‌بريم. می‌توان ثابت کرد» حکمهایی که از اين راه وب کمك‌چنین 
تابعی بدست می‌آید در واقع عم کاملا" درست‌اند. به‌اين ترئیب» باید 
طوری عمل کرد که‌مثل اینکه بعد چهارم هم و جود دارد. 
به همین ترتیب» می‌توان دربار؛فضاهای پنج‌یعدی» شش بعدی». .. 


عقل‌خا لس از خودا فتقادمیکند ۳۷۵ 


تابیشهایت بعدی » عم لکرد. نمونه وشکل ابتدایی فضاها همیشد همان 
فضای عادی و آشنای ماست؛ وهدف این فضاها» شناسایی بیشتر وبررسی 
دقیقتر تابعهاست. 

این روش بررسی » دیگر برای ما عجیب نیست: نقطه‌های فضائی 
که بعدهای زیادی دارد؛‌نوعی عنصرهای ایده آلی هستند آنها از جهانی 
خیالی می آیند» به‌بررسیمای ما کمك‌می‌کنند وبعد. اگر بخواهیم‌ناپدید 
می‌شوند و برای ما» نتیجه‌هایی از خاصیتهای دنیای واقعی - که بدون 


این عنصرها وجود دارند - باقی می‌گذارند. 


4 بنابه لرزه‌درمیآید 


در هر دوره انتقادی» مسالهُ پاك کر دن ننیجه‌هایی که بدست آمده 


۳ ۳۷۶ 


است» از هرگونه پوستة زیادی» مطرح می‌شود. همةآنچه که وجوددارد 
بارها وبارها » مورد تجدید نظر قرار می‌گیرد وموضوعهای جاودانی و 
ماندنی از آنچه که گذرا وموقتی است» جدا می‌شود. 

به‌سرچشمه‌هامر اجعه می‌شود ومبانی اساسی هم حکماو نتیجه‌ها 
مورد تجزیه وتحلیل قرار می‌گیرد تا دوباره وبا اطمینان پیشتری» آن 
موقعبت بنیانی که بنای باعظمت دانش بر آن تکیه کرده است: روشن 
شود. همة اینبا رامی‌توان بايك کلام بیان کرد: ال‌عوضوعی‌کردن .دستگاه 
اصل موضوعهاء بادقت» محتوی هرشاخ ریاضیات را معين می‌ کند: ما 
هرچیزی را که‌بتوان براساس‌تنها يك‌دستگاه اصل موضوعما بدستآورد؛ 


بوط به یکی از شاشه‌های ریاضیات می‌دانيم. 
مربوط به یکی از ریاضیات می‌دانیم 


نظر گر هها 

پاوجود این اگر پدراهی که رفته‌ايم نقاری بیندازيم. نمی‌توانیم 
به این نکته توجه نکنیم که در این بیان‌ما» عنصر مزاحمی وجوددارد: 
مفهومپایی هستند که سرو کله آنها؛ در شاخه‌های گوناگون ریاضیات » 
پیدا می‌شود. به این ترتیب. صورت‌دیگری از کار هم تحودنمایی‌می کند: 
این مقهوما را که‌برای شاخه‌های مختلت‌ریاضیات مشتر کند‌جدا کنیم 
وآنما را به‌عنوان موضوعهای مستقلی» مورد بررسی قراردهیم. 

مثلاگ به یاد بياوريم که عملمای ضرب وتفسیم عددهای گویاب 
به جز حالت تقسیم بر صفرب همیشه ممکن است. ضمنا نتیجه‌ای که 
بدست می‌آید؛ هميشه يك عدد گویاست. ما دیگر یاد گرفته‌ابم که‌ازقبل 
صفررا « کتار بگذاریم» وه اين وسیله خود را از پیشامدهای نامطبوع. 


عقل‌خا لس از خود | نتقادم یکند ۳۷۷ 


حفظ کنیم. حالاء با توجه به‌سطح‌بالای آگاهیهایی که داریم»می‌توانیم 
بگوئیم که ساختمان عددهای گویا: نسبت به عملهای ضرب و تقسیم» 
يك گروه بسته تشکیل می‌دهد. 

عددهای‌درست» این ویژگی راندارند. عمل‌تقسیم درموردعددهای 
درست» مارا به‌عارج این خانواده می‌برد» ولی البته: عددهای درست 
هم» همچون عدهای گویاء نسبت به عملبای جمع وتفریی» بك گروه 
بسته» تشکیل می‌دهند. حتماً متوجه شده‌اید که این موضوع. تنمهاوقتی 
صحیح است که هم یاعددهای مثیت وهم باعددهای متفی سرو کار داشته 
باشیم. به‌ساد گی معلوم می‌شود که ازجمع ویاتفریق کردن دوعدد درست » 
باز هم يك‌عدد درست بدست می‌آید. علاوه برایسن در اینجا » حتی صفر 
مزاحم هم.نمی‌تواند اشکالی ایجاد کند, 

ولی» بر ای‌اینکهعد دهابی نسبت به عملهایهعینی يك گر و هبستهدرست 
کنند» لازم نیست که تعدادآنها» مثل نمونه‌های قبل؛ خیلی زیاد باشد. 
تما دوعدد 
و۱( 

را انتخاب می‌کنیم. هرچند بار که این عددها را درهم ضرب ویا برهم 
تقسیم کنیم» درهرحالءیکی از همین دوعدد 4۱ پا ۱- بدست‌می‌آید. 

حالاء سعی‌می کنیم آزمرزهای عملهای‌حسایی خار ج شویم. بردارها 
رابه‌يادبياوريم. هر چندبار انتيجة چندبردار راپیدا کنیم؛ بازهميك‌بر دار 
بدست می‌آید. یعنی» دو باره بايك گروه‌یسته‌روبرومی‌شویم»‌واین بارنسبت 
به عمل جمع بردارها. ما به این نکته قبلا" توجه کرده‌ايم که در اینجا 
باجمع » به مفهوم انتقالی آن سرو کار داریم» مثل وقتی که نیروهاویا 


۳۷۸ بازی با بینهایت 


نتیجة حرکتما را با هم جمح م‌کنيم. 

به این ترتیب» مقهوم گرده» در بسیاری از شاخه‌ها» مصداق پیدا 
می‌کند. 

می‌توان مثالهای بازهم بیشتری ذکر کرد؛ آنما تضبا آنچه‌راکه 
ما تاکنون به طورعیتی دیده‌ايم ؛ تایید خواهند کرد. درواقم» گروه‌يك 
مفموم کلی برای رشته‌های کاملا" متفاوت ریاضیات است. بررسی‌مستقل 
این مفروی منجربه نظرية گروهها شده‌است. که‌مطالعهآن؛ برای ریاضیات» 
خیلی پربار وسودمند از آب درآمد. نظریة گروهپا: هسته مر کزی‌جبر 
امروزی تشکرل می‌دهدو کاربرد زیادی در فيزيك نظری پیدا کرده است. 
حتی» هندسه‌های مختلت را می‌توال» خیلی ساده؛ به عنوان قسمتی از 
نظریه گروهپا» مورد بررسی قرار داد. 

ار یه مجموعه‌ها 
خود گروه: عبارئست از مجموعه‌ای از عضوها مجموعه‌ای باخاصیتهای 
معین. مفپوم مجموعه؛ به طور گسترده‌ای» درریاضیات بهکار می‌رود؛ 
در مرگام ودر »تفاوت ترین شاخه‌های ریاضیات به این مضبوم برعورد 
م ی کنیم . در واقع» هروقت کهمادر بار؛ موضوعی در ریاضیات صحبت 
می‌کنیم به معنای اینست که بايك مجموعة نقطه‌هایا مجموعةٌ عددها یا 
مجموعه تایعپا ویا... سرو کار داریم. 

6نتود ریاضیدان آلمانی» مجموعه را به‌عنوان موضوع مستقلی 
مورد بررسی قرار داد و نظریة مجموعه‌ها را به‌وجودآورد. 

چند مورد را به یاد بپاوریم. مثلا" از مجموعهٌ عددهای گویا 
صحیت می کنیم» سپس؛ مجموعه نقطه‌های متناظر آنسرا » روی محور 


عقل‌شا لص از خود | نتقادم ی کند ۳۷۹ 


عددهاء درنظر می‌گيریم وثایت می کنیم که هر نقطه در مجموعه اخير‌يك 
نقطهُ تجمع است. اين» یکی از مفپومهای مهم نظریهٌ کانتور درسورد 
مجموعه‌هاست. نقطه‌ای را نقطة جمع در مجموعة مقروض گوییم» وقتی 
که در هرفاصلةٌ دور وبراین نقطه (هرقدر که اين فاصله راکوچك گرفته 
باشیم)» نقطه‌هایی از مجموعه ما؛ وجود داشته‌باشد. 
در این مثال» روشی هم که درمورد مجموعة نقطه‌مابه کار می‌رو ده 
دیده می‌شود؛ بازهم مثالی می آوریم تا این روش راروشنتر کنیم. 
دوباره به‌همسفر همیشگی‌خودءدئبالة عد دهای‌طبیعی برمی گر دیم : 
۳٩ ۴۰ ۰‏ ۲۰ «1 
یج تیروی نی گزاند ان :میاله رااقتر دیت با باکر کت میم 
عدد؛ از عدد قبلی؛ به انداز؛ يك واحد بیشتراست. ولی » اگر مجموعة 


نامتناهی از عددها را درفاصله محدودی قرار دهیم» مثلا" دنبالعددهای 


کههم آنپا درفاصلهٌ بین صفر وواحد قراردارند؛ آنوقت بدون شك‌باید 
جایی در بین این عددهاه نقطً تجمع پیدا شود. 

این موضوعرا» به‌صورت کلیتری هم می‌توان‌ثابت کرد. 

فرض می‌کنیم که همه نقطه‌های مجموعةٌ نامتناهی ما» درفاصلة 
بین وا قرار گرفته باشند: 


۳۸۰ بازی‌با بیتها بت 


اینکه» اين وبا آن نقطه. درکجای این فاصله واقع باشد » برای 
مامم ثیست. این فاصله راء نصف می‌کنیم , در ایتصورت» دست کم 
دریکی از این دونیمه» بینایت نقطهٌ مجموعه وجرد دارد. اگر درهردو 
یمه به‌تعداد محدو دی نقطه ازمجموعذما قرار گرفته باشده‌ومثلا در نیمه 
راست» يك میلیون ودرنیمچپ» ده ملیون » درابنصورت:تمام‌مجموعةً 
ماشامل بازده ملیون عضو می‌شود. درست‌است که‌این تعداد کم نیست» 
ولی؛ به‌هرحال تعدادمحدودی است.درحالیکه بنایر شرط تمام‌مجموعه 
ما » نامتناهی بود. در مثال ماه ایسن تعداد بیتهایت نقطه» در نیم چپ 
فاصله» قرار می گیرد. 

حالاء به جای فاصلهُ کامل نخستین» نیمه‌ای از آنرا که شامل» 
بینپایت نشطة مجموعه است: درنظر می‌گیریم (اگر هر دونیمه» شامل 
بینم‌ایت نقطه باشد, یکی‌از آنهارا؛ به‌دلخواه انتخاب می‌کنیم). به‌این 
ترتیب» تنها نیم جپ فاصله نخستین را؛ انتخاب م کنیم: 


همان عمل را در اینجا هم تکسرار می کنیم ؛ یعنی » فاصله اخیر را 
دوباره‌نصف می‌کنیم. بازهم» دست کم دریکی ازدو نیمه جدید؛: مجموعةً 
نامتناهی نقطه» وجود خواهدداشت. همین‌نیمه را دوباره نصف میکنیم 
وبه همین ترتیب» می‌توان‌نصف کردن و استدلال کردن‌راتابینهایت‌ادامه 
داد. دنباله‌ای از فاصله‌ها بدست‌می‌آید که‌مرتباً کوچکتر می‌شوند وهسر 
کدام از آنپا دردرون فاصلهٌ قبلی قرار گرفته است. در مثال ماء می‌توان ۱ 


عقل‌خا لص ازخود ! ننقا دم ی کند ۳۸۸ 


سس 


این دنباله راء اینطور نشان داد: 


8 ٩ 1 
۲ 


به‌روشنی دیده‌می‌شو د که طول این فاصله‌ها» بهسمت صفرمیل م ی کند. این 
مطلب» همان «هدیشوخع ی آمیز» را به‌یادمیآورد که در داعل هرپاکت» 
پاکت کوچکتری قرارداشت‌وسرآخر کاغذ مچاله شده‌ای در وسط آخرین 
پاکت؛ گذاشته شده بود. درست به‌همین ترتیب» برای فاصله‌های ماهم» 
نقَطهٌ متحصری وجوددارد؛ که درهمة آنما مشترلك است. وایسن ؛ همان 
نقطه تجمع مجموعه است. 

در واقع» ار فاصلذ کوچکی در دورو پراین نقطه انتخاب کنیم (می 
توان این فاصلهرادرمثال‌ما»باشمارة خیلی‌بزرگ» و لی‌محدو دگرفت-مثلا" 
فاصلهٌ هزارم یا فاصله صدملیونیم یا...)؛ بسازهم در داعل» آن بینبایت 
فاصله وجودداردکه دره رکدام از آنهاءی‌توان بینمایت نقطه ازه‌جموعة 
خود را پیدا کرد. 

مادیگر به‌چنان‌سطحی از دانش رسیده‌ايم که می‌توانیم به ایسن 
پرسش پاسخ دهیم که ریاضیدان چگونه شبر را در صحرا شکار می‌کند. 

کلی ترین روش‌شکارشیر» روش‌فیزیکی - تجربی است. این‌روش 
به قدری ساده است کهمرتازه کاری می‌تواند» بدون هیچ زحمتی آنرابه 
کار پیرد. فیزیکدان تجربی» صحرا را باهمة آنچه که در آنست در غربال 


۳4۹۲ بازی با پینهایت 


می‌ریز د و الك می‌کند؛ آنچه که‌از شیک غربال پیرون می‌ریزد» صحرا» 


وآنچه که درغربال بافی مي‌ماند؛ شیر است: 


ولی» ریاضیدان اینطور استدلال می‌کند: 

دوحالت وجوددارد. 

حالت اول. شیر خوابیده است. 

قبل از همه قفسی آماده می‌کنيیم که از پایین باز » واندازه آن 
بزر گنر ازشیرباشد. سپس» صحرا را به‌دوقسمت مساوی تقسیم می‌کنیم 
دست کم شیردر یکی ازاین دوقست است ( اگر شیر روی خحط تقسیم 
خوابید»باشد؛ اینطور به حساب می آوریم که درهر دوقسهت‌صحر اقر ار گر فته 
است).به اين ترتیب. بانصف صحراسرو کارداريم. اين‌قسمت را دوباره 
طوری به دو نیمه تفسیم‌می کنیم که شیر دریکی از آنها قرار گرفته 


عقل‌خا لص از خودا نتقاد مي کند ۳۸۳ 
باشد. اگر اين نصف کردن را ادامه دهیم»مرتباً پاقطعه‌های کوچکتری‌از 
صحرا سرو کار پیدامیکنیم. دیر پازود ؛ یکی از اين قطعدها کوچکتراز 
قاعدة قفس می‌شود. شیرهم در همین قطعه است. ففس را در همین قطعه 


۱ 


می‌گذاریم وشیرشکار شده‌است: 


حالت ددم . شیر درصحرا می‌دود. درایین حالت »روش ما قابل 
استفاده نیست. 

واين همه آنچیزی است که به‌نظریة مجموعه نقطه‌ها » مربوط 
می‌شود. 

مادیگر با نوع استدلالبهای نظر ی مجموعه‌ها (و نه‌فقط مجموعه 
نقطه‌ها): آشنا هستیم. ماباروش مقایسه آشناهستیم» وب ه كمك آن‌توانستیم 
ثابت کذیم که مجموعة عددهای گویا با مجموعهٌ عددهای طبیعی» همقوت 


۳۸۴ بازی با بینهایت 


است؛ در حالیکه قوت مجموعة عددهای گنگگ‌بیشتر از قوت مجموعةُ 
عددهای گویاست. از این روشها: برای هرمجموعه‌ای می‌نوان استفاده 
کرد. به یاد بياوريم که‌چطور باعفهوم مجموعه آشنا شدیم: ازمجموعةً 
زوجبایی که می‌رقصند. تا مجموعه‌عایی که کمتر خوش آپندیود. 

آنچهرا که دربار؛ُقوت‌مجموعه‌ها می‌گوییم» می‌تواندبه زوجهایی 
که می‌رقصند» به عددهای حقیقی وبه هرآنچه که‌بتوان به زبان‌درآورده 
مربوط کرد. و کانتور هم» بهعصوص چنین «مجموعه‌های کلی» را مورد 
بررسی قرارداد.او؛ دربار؛ قوت مجموعه‌های نامتناهی» نتیجه‌های بسیار 
زیبایی پیدا کرد.اندیش کاننود چنان پربار بود که امکان داد مفپوسهای 
عددی محدود را» در بارة بینهایت به کار ببريم. مثلا" اوثابت کرد کد 
به جزقوت مجموععددهای طبیعی؛ بسیاری قوتهای دیگرهم وجوددارد. 
برای هرقوتی» هرقدر که بزرک باشد بازهم مجموعه‌ای باقوت بالاتر 
پیدا می‌شود. وابیتی. شاعر مجار» این قوتمهای بالاتر را «بناهای‌بیکران 
ونامحدودی که رویمم اثباشته شده‌اند »می‌نامد. 

کانتور : همچون عملهایی که در مورد عددهای « کوچك به کار 
می‌رود» عملهای حسابی جمع وضرب را در مورد قوتهاهمبه کار برد .۰ 

بازی قشنگی است: يك بازی بزرگك با معنا ومقهومی بزرگگ ؛ 
یعتی باذی پابپنمایت . به نظظر می‌رسد که عقل انسانی» هرگّز به‌اوج‌خود 
نمی‌رسد. 

بار اد ی کسها 


دوباری تماسی بنابه لرزه در می‌آید. 


در ریاضیات» وتا حد زیادی در همه دانشهایی که به آن مربوط 


عقل‌خا لس از خو دا نتقاد می کند ۳۸۵ 


است. در او اخرسده گذشته تناقضمها واعتر اضهای جنجالی زیادی» یکی 
بعد از دیگری خودنمایی کرد. وسرآخحر معلوم شد که لانهٌ تناقضها ؛ در 
نظریه مجموعه‌هاست: درشالوده و بنیانی که تردید دربارة آن» کفر مطلق 
بود۵. ۱ : 

در انبوه‌تناقضهایی کهپیدا شده بود. پاید به‌حصوص به یکی از 
جدی‌ترین آنبا توجه کرد که به نام پاداهوکیداسل مشپور شده است. 
این پارادو کس راء به صورتی که تاحد زبادی شوخی به نظر می‌رسد» 
مطرح م ی کنیم. 

تعریف مي کنیم : سلمانی ارتش به‌سربازی گفته می‌شود که‌صورت 
همه‌سربازانی ازواحد راء که‌نمی‌توانند خودشان را اصلاح کنند» پتر اشد. 
ضمناً؛ برای صرفه‌جوئی دروقت» این سرباز سلمانی نباید صورت کسانی 
را که قادر به اصلاح خود هستند» بتراشد. حالاء می‌خواهیم روشن کنیم 
که تکلیف این سرباز باحودش چیست؟ آیاباید صورت خودش رااصلاح 
کند با نه؟ 

اگر پاسخ مثبت بدهیم؛ به معنای ایئست که اوقادر به اصلاح 
صورت خود است» ولی؛ دراینصورت منع شده است که صورت چنین 
شخصی به ومیلهٌ سلمانی واحد؛ اصلاح شود. 

اگرپاسخ منفی بدهیم: در ایتصورت. او ازجمله کسانی است که 
صورت خود را اصلاح نمی‌کند» وبنابراین» وظیفه سرباژ سلمانی(یعثی 
خحودش) است که به اصلاح صورت او بپردازد! 
عجب وضع نامناسبی! 


روشن است که در این شوخی؛ باهمة منطقی بودن محتوی آن» 


۳۸۶ باری باینایت 


نمی‌توان: موقعبت دقیق وجدی مطلب را متوجه شد. حالاء به‌مثال‌جدی- 
تری می‌پر داز یم . 

معمولا خود مجموخه:نمی‌تواند یکی از عضوهای خودش‌باشد. 
مثلا عضوهای »جموعة عددهای طبیعی»عددهستند وله مجموعه؛ وخود 
این مجموعه نمی‌تواند به‌عنوان يکي ازعضوهای حودش به حساب‌آید؛ 
یعنی؛ به طورعلاصه . مجموعهٌ عددهای طبیعی؛ خود يك عدد طبیعی 


ثیست . 


روشن است که‌ما الب با مجموعه‌هایی هم سرو کار پیدام ی کنیم 
که‌هرءضو آنهاه خود يك‌مجموعه است . مخلا )هم اتواع ممکن‌مجموعد 
های عسددی را در نار می‌ گیریم» وهمه آنما را دريك مجموعه گرد 


می‌آوریم. مثلا" ‏ یکی از عضوهای این مجموعه عبارتست از مجموعة 


عقل‌خا لم از خور | ننقاد م یکند ۳۸۷ 


عددهای طبیعی» عضو دیگر آن مجموعدٌ عددهای کوچکتر ازده وغیره. 
هرعضو این مجموعه» خود يك مجموعه است. با وجود اين » خود اینن 
مجموعه نمی‌تواند عضو خودش باشد؛ زیراء مجموعه‌ای را می‌توان بسه 
عنوان يك‌عضو به حساب آورد که تنپا از عددها تشکیل شده باشد ؛ در 
حالیکه مجموعذما نه ازعدد بلکه از مجموعه‌ها درست‌شده‌است. 

حالا؛ هي عچیوعه‌های میک را؛ دريك مجموعه گرد می‌آوريم. 
در اینصورت. به‌چنان نمونه‌ای ازمجموعه‌هامی‌رسیم که عودش همیکی 
ازء‌ضوهای شودش می‌شود. زیراء شجودش رك مجموعه است و ماهم هر 
مجموعه‌ممکن را؛عضوی‌از این مجموعه دانسته‌ايم. 

اگر خواننده‌ای گمان کند کذ درك دوقسمت اخیر برایش دشوار 
است» می‌تواند از آنها بگذرد و بسدون اینکه روی آنها معطل شود » 
مطمثن باشد که می‌تواند بدون‌آنماء کتاب را ادامه دهد. تنباکافی‌است 
کهاین دید رابیذيريم : يك مجموعهُ مثدادف نمی‌تواند دارای چنین‌حاصیتی 
باشد. و مجموعة متعارف به مجموعهای گوییم که نتواند به‌عنوان یکی 
از عضوهای و دش به حساب آید؛ ضمناه ما به این مطلب هم تموجهی 
تمی کنیم که در دنیاه مجموعه‌های دیگری هم وجود دارد. فرض می کنیم 
که بتوانیم همه مجموعه های متعارف راء دريك مجموعه گرد آوريم. 

آیا این مجموعه‌ای که بدست می‌آید؛ خود يك مجموعة متعاروف 
است؟ 

| گراین‌مجموعه»متعارف‌باشد» دراینصورت‌بایدمثل بقیمجموعه- 
های‌متعارف: دربین عضوهای‌خودش قرارگیرد. ولی» صبر کنید! اگراین 


مجموعه متعارف باشد» حق ندارد: عضو خودش باشد (هر مجموعه‌ای 


۳۸۸ بازی با پینها بت 
که عضو خودش باشد» متعارف نیست). 

خوب» پس لابد اين مجموعه نا متعارف است! ولی اینحالت‌هم 
درست درنمیآید» زیرا اگرنامتعارف‌باشد مجبوراست بریکی ازعضوهای 
خودش منطبق باشد» درحالیکه هرعضواین مجموعه؛يك مجموعامتعارف 
است ۱ 

به این‌ترتیب؛ اگراین مجموعه را متعارف فرض کنیم» نامتعارف 
از آب درمی‌آید واگر آثرانامتعارف بگيریم بایدمتعارف باشد.و درهر 
صورت» گرفتارتناقض می‌شویم . 

اینجا يك بن‌پست است وهیچ کاری از دستمان برنمی آید. 

نقطه‌نظر دیگری را هم نمی‌توان پذیرفت: ما» در نظرية مجموعه‌ها 
خیلی تنلپیش رفتیم ؛ به‌ایستیم وبه شاخة ساده‌تری ازرباضیات بر گردیم 
شاعه‌ای که در آنجاء خودرا امنتر احساس کنیم. ما می‌دانیم که نظر یه 
مجموعه‌ها چگونه به‌وجود آمد ومی‌دانیم که چگونه در همه رشته‌های 
ریاضیاتنفوذ کرد. اگر نظریة مجموعه‌ها نادرست باشد » آنوقت هیچ 
جای آسیب‌ناپذیری در ریاضیات پاقی نمی‌ماند. 

تابه امروز نتوانسته‌انده شکافی را که بسه‌این مناسیت پیدا شده 
است» پر کنند. باوجوداین» ندبرای ماوشماءونه برای‌آنهاییکه درمر گام 
از کارهای روزان؛ خود» ازریاضیات استفاده سی کنند » هیچ دلیلی 
برای‌اضطراب ونگرانی و جودندارد. 

درست‌است که اغلب. رفتارریاضید انان‌هم دراین مورد: مثل‌رفتار 
بیشتر مردی است که باخطر ثرسناکی روبرو باشند؛ ولی» قسمت عمدة 
آنها» مطلقاً به آنچه که‌پیش آمده است توجهی تمی‌کنند و هی رکدام از 
آنها» کار قبلی خودرا دنبال می‌کنند وحتی در برابر کسانی که وجود 


عقل‌خا لس از خود | فتقادم ی کند ۱ ۳۸۹ 


خطر را به آنها گوشزد می‌کنند: برانگیخته می‌شوند. 

با همٌاینباء بعضیپا تلاش می کنند تا ریاضیات را ازاین‌موقعیت 
ناجورء نجات‌دهند. 

تلاش اصلی» طبعاً دراینجمت است که اشتباه پارادو کس راسل‌را 
پیدا کنند. خودراسل عفیده داشت که اشکال درتعریف مجموعه است » 
این تعریف: يك «دورباطل» ایجاد می‌کند.زیرا درئعریف آن» از مقیوم 
خود مجموعه: که‌باید تعریف شود ؛ استفاده می‌ کنند. همه مجموعه‌های 
متعارف را ؛ ننما وفتی می‌توان به‌صورت يك مجموعه گردآورد که 
پتواخ مسالهة متعارف بودن مجموعه‌ای راکه بدست می‌آید حل‌ کرده‌این 
مساله که آیا این مجموعه؛ عضو خودش هست یا نه! دوباره يك‌نتیجهً 
ومضحك» : بسرای اینکه بتوانیم مجموعذ همه مجموعه‌های متعارف را 
بسازيم باید ابتدا خود این مجموعه را که هنوز تشکیل نشده است ۰ 
بررس ی کنیم. 

ولی» حقیقت اینست که درهمه شاعه‌های ریاضیات» ودر هرگامی 
که برمی‌داریم» باچنین دورهای باطلی پرخورد م ی کنیم . ما از عددهای 
طبیعی گفتگو می‌کنیم. بسیار خوب! ولی » چگونه به این راه گام 
گذاشته‌ايم ؟همه‌جاتعر یفهایی رایه کار می‌بریم که‌ا زاین قبیل‌اند: « کوچکتر ین 
عددی را انتخاب م ی کنیم که دارای فلان حاصیت باشد؛. این عدد: در 
تعریف خود عدد هم شرکت می کند. درواقع» کوچکترین عدد راء ازبین 
هم عددهایی که دارای خاصیت معینی هستند» می‌توان انتخاب کر د؛ در 


بیان این عددها؛ خوداین عددهم» به عنوان کوچکترین عدد وجوددارد. 


شهودو الهام 


۳۹۰ بازی با بینها بت 


تلاش قطعی‌برای رعاشدن ازاین وضم به وسیلكشهو دیان (کسانیکه 
به اشراق والمام اغتقاد دارند) ودر رس آنها. براود انجام گرفت نام 
«شهود» حیلی مناسب انتخاب نشده است وبسیار پیش آمده است که از 
این نامگذاری سوء استفاده شده است). اندیشه‌های شهودی؛ خیلی پیش 
از آنکه‌پارادو کسپای نظریهُ مجموعه‌ها پیداشود وجود داشت» منتمی» 
این پارادو کسپا؛ بسه آن تحرث واقعی داد ومثل مهمیزی بو دکهبراسب 
اشراقیون نواخته شد. اشراق جدید با نام برادر ؛ بستگی جدی دارد . 

برنود: تمامی ریاضیات پیشین را ردکرد و کوشید ازنوء‌این دانش 
را برپاية کاملا" تازه‌ای بسازد. او تنبا از چیزهایی استفاده می کند که 
می‌توان آنما را به نحوی ساخت ویازمانی ساخته شده‌اند و حقایق غیر 
قابل انکاری شده‌اند وبا دستاویژ هیچ پاردو کسی؛ حراب نمی‌شوند. براود 
«استدلالهای محض»؛ مثلا" «قضیه اساسی چبر ؛ را ردم ی کند؛ زیسرا این 
نظریه» روشی برای بدست آوردن ریشه‌های معادله: بدست‌نمی‌دهد. براود 
مطلفاً به «مسالة مبرم و میم پینهایت»اهمیتی‌نمی‌دهد» زیرا» ما تنها می 
توانیم تعداد محدودی ازعضوهای مجموعه را بسازیم» ولواینکه بتوان 
روند ساختن را ادامه داد. اگرنقطه نظر پراود را بپذيربی بایدمجموعة 
نامتناهی را تشپا پبه صورت «بینهایت بالقوه» به رسمیت بشناسیم» 
بینبایتی که داثماً در حال سازمان یافتن است؛ ولی هر گز نمي‌تواند به 
عنوان «وجودیه آماده وتمام شده مورد بررسی قرار گیرد. 

به این ترتیب» از ریاضیات رسمی» جز ویرانه‌ای باقی نماند » و 
آنچه هم که دربرابر بلیه‌ها؛ مقاومت کرد به صورتی مبم و پیچیده 
در آمد. 


عقل‌خا لس از خودا ننقاد می کند ۳۹۱ 


درحالا حاضر؛ به نظر می‌رسد که ثنپا راه‌رهایی؛ مسیری باشد که 
هیلیرت نشان داده است. در این‌مسیر با کشفهایی برخورد م ی کنیم» که 
از چارچوب مسالة نخسین؛ یعنی جستجوی روش مبارژه باخطر بیرون 
رفته است. 

شاخ تازه وبسیار پرثمری در ریاضیات به وجود آمد » که سا 


دراینجادربارة آن به گفتگو می‌نشینیم . 


۰ ۲ قالب آزاد می‌شود 


نباید گمان کرد که نظریة مجموعه‌ها؛ بار مسئولیت تناقضها را 
تابه امروز بردوش دارد. وقتی که زمانش فرارسید - وتناقضیا دوران 
پرالتپاب‌ورود خودرا گذراندند -نظریهٌ مجموعه‌هاء که به‌صورت‌ابتدایی 
ووساده‌لوحانه» بود» به نظم در آمد ودستگاه اصل موضوعی آن‌تعیین‌شد. 
دراین موقعیت » ریاضیدانان متمایل به محدود کردن مفپوم مجموعه 
شدند وبه كمك قیدوشرطمها» میدان آنرا تنگتر کردند» آنچه راکه‌باارزش 
بودنگه داشتند واز مجموعه‌هایی که موجب‌ناراحتیم‌او حادثه‌های‌ناگوار 
شده بود؛ چشم پوشیدند. باوجود این؛چنین روشی؛ حبلی ساعتگی بود. 
اگر از کلام هاثرق پوانکاده» دانشمند معروف» کمك بگیریم بایدبگوییم 
که ما کوشيدیم برای سالم نگاه داشتن خود از حملة گرگث» حصاری به 
دور چراگاه بکشیم ولی این کار را چنان به انجام رسانده‌ايم که هیچ 
اعتمادی به اینکه گر گک درداعل چراگاه باقی نمانذه باشد» وجودندارد. 
هیچ‌نضمیتی و جود نداردکه دوباره سرو کله تناقضیای جدیدی پیدانشود. 

هیلبوت :یکی ازبزرگترین ریاضیدانان عصرماء در عول بیست‌سال 


۳۹۲ فتاه 


آخرزند گی‌پربار عود کوشش کرد نا تمامی خلونگاهم‌ای‌درون‌چرا گاهی 
را که از اصل موضوعبا ساخته شده بو روشن کند. او فیول کر دکه‌عدم 
اعتماد به تعریفی که در آن «دورباطل» ؛ «استدلالمای خالص؛ و « مبرم 
بودن بینهایتوجود دارد» امری طبیعی واساسی است؛ ودر زیره رکدام 
از آنسا» ممکن است خطری‌پنهان شده باشد.پس‌چرا ما از این مفهوسپای 
«فوق محدوده عطرناك که از عقل و درك محدود ما بالاتر است»استفاده 
م ی‌کنيم؟ 

به‌نطرمی‌رسد که دلیلهای قانع کننده‌ای داریم که به این مغمومپا 
توجه می‌کنیم وازآنها چشم بوشی‌نمی‌کنیم. این مفپومپاء به ماامکان 
ساختن نظریه‌های پرباری را می‌دهد که‌بستگی بین‌رشته‌های متفاوت دانش 
را به خوبی نشان دهدء‌رشته‌هایی که بدون این نظریه‌ها» پسیار دور از 


عقل‌خا ل از خود انتقادم یکند ۳۹۳ 


هم» به نظرمی‌رسند. بدون این نظریه‌هاء باید به پراکندگی تن‌دردهیم‌و 
ریاضیات را؛ همچنین شبودیما» پاره پاره کنیم. ماء به‌اینجپت دربرابر 
د مشپومهای خطرناکث»: میدان را عالی تمی‌کتیم که تنها بسه یاری 
آنم‌است که می‌توان ریاضیات را در يك واحد بزر که متحد کرد. 

نقش‌روشهای فوق‌محدود درمنطق» شبیه‌نقش خط راست نامحدود 
یا و آحدموهومی » درریاضیات است. آنها رامی‌توان»همچون‌عتصرهای 
«ایده آالی» منطق درنظر گرفت‌وباآنها» مذل هر عتصر آیده‌آلی دیگر» عمل 
کرد: هروقت که لازم باشد از آنپا استفاده می‌کنیم؛ ولی ضمتآهمیشه 
به‌این موضوع اساسی توجه می‌کنیم که با دستگاه قسانونهای قبلی‌ما» 
تناقضی به‌وجودنیاورند. به‌این ترتیب. دربرابراین‌ساله قرارمی‌گیریم: 
آزمایش بی‌تناقضی روشپای فوق محدود. 


منطق صوری 


برای رسیدنبه چنین هدفی؛ هبلبرت تصمیم گرفت خود متطقی‌را 
که در ریاضیات به کار می‌روه - روشبای نتیجه گیری و استدلال سبه 
عنوان موضوعی از ریاضیات» مورد بررسی قرار دهد. درگام نخست » 
می‌بایست استدلال راءازهر گونه تصادفی که به‌خاطر روش معمولی بیان 
فکر پیدامی‌شود پاك کرد وجنبه‌های‌ناروشن‌و بی‌قیدوبندرا کنار گذاشت. 

عدد می‌تواند موضوعی برای بررسیهای دقیق باشد» زیرا در آنجا 
گفتگو از پنج انگنت دست با پنج گراره نیست؛ بلکه از آنچه که‌برای 
همذاین چیزهامشترك است» صحبت می‌کند: يك قالب‌محض» يك‌صورت 
حالص. این قالب محضء عدد نامیده می‌شود وبا نشانهٌ «۵» مشخص‌می 
شود. اگر می‌خواهيم پیامی در بار؛ موضوعهای گوناگون مورد بررسی 


۳۹۳ بزی بینهایت 


خودقراربدهيم؛ بایددقیقً از هم انواع مشخص مربوط به محتویآنها» 
جدا شویم. در گراره‌های «ع- ۷ ۷» داز دو نقطب هميشه می‌توان‌يك 
خحط راست عبور داده ودبرف سفید است»؛ تنما به چیزی علاقمندیم که 
در همه آنها مشترل است: اینکه همه این گزاره‌ها ددست‌ند . برای این 
حقیقت (یمتی دستی يك گزاره) مي‌توان نشاند تازه‌ای در نظر گرفت و 
مثلا" . 

برعکس: آنچد که در گزاره‌های «۵ ح ۲ 3 ۰0۲ «دوخط راست در 
دونقطه یکدیگر را فطع می‌کننده و «یرف سیاه است؛» » از لحاظ منطقی 
مشترلث است » ذاددست بودن آنهاست ؛ کسه می‌توان آنرا با نشانة | 
شم کر 

(ردمیم‌ای قدیم» وقتی که‌انگشت بزر کک خود رابه‌طرف بسالامی- 
گرفتند» به‌معنای آن بودکه‌باید برده را آزاد کرد ووقتی که‌آنرابه‌طرف 


پائین می‌گرفتند» به معنای این بود که برده آزاد نمی‌شود). 


عقل خا لس از خود | فتقادم یکند ۳۹۵ 


ما در ریاضیات تنمها به گزاره‌هاپی علاقمندیم که یکی از این دو 
معنای منطقی را داشته باشند «یعنی گزاره‌مایی که درست يا نادرست 


باشنل) . 

یه‌این ترتیب» محاسبه جدیدی پیدا می‌شودکه از محاسبةٌ عددهای 
طبیعی هم ساده‌تر به نظرمی‌رسد. عددهای طبیعی؛ بینهایت زیادند » در 
حالیکه دراینجا ما تشها با دوحالت دومغم‌ومسرو کار داریم وبنایراین» 
خیلی زود می‌توانیم «جدول ضرب» را بنویسیم. 

چون گفتگو از محاسبه است. به عملهای منطقی هم نیاز. داریم؛ 
یعتی باید بستگی بین گزاره‌های جداگانه‌ای که درهر گام در ریاضیات‌با 
آنها برخورد می‌کنیم» بشناسيم. 

ریاضیدانی هم کههیچکدام از زیانهای دنیا را نداند؛ به سادگی 


۳۹۶ بازی با بینهایت 


می‌تواند ازبستگیباسر درآورد. کافی‌است کتاب ریاضی را؛ که به‌زبان 
ناآشنایی‌نوشته شده است» باز کندویبیند که چه چیزهایی را در جریان 
مطالعه: باید از کتاب لفت پیدا کند. دوریاضیدان با کمال تعجپ متوجه 
می‌شود که اگر کاملا" با واژه‌های رنده » رو دیا دار آنگاه 
«درآتصورت وتنها در آنصورت؛ ؛ «هر» » «وجوددارده و رآنچه که» 
آشنا باشد؛هر کتاب ریاضی خارجی را می‌تواند بخواند» زیرا همه‌چیز را 
به راحتی می‌فهمد . علت این امر آلست که فرمولیا در همه کتابها 
یکجورنوشته می‌شود وتنما؛ برای ارتباط مطلیا» آزاین کلمه‌هااستفاده 
می‌شود. وبستگیمای مورد نیاز منطقی هم همین واژه‌هایی است که در 
اینجا از آنپا نام بردیم. 
مثل؟ ببینیم که جدول ضرب »و از «نه» چگونه است؟ خیلی‌ساده: 
روشن است که نفی يك گرارة درست (مثلا" «۲ < ۲ برابر ۴ نیست۰)0 
پك گزارة نادرست می‌شود؛ ونفی گزارة نادرست (مثلا" «۲ ۲ برابر ۵ 
نیست») يك گزارة درست است؛ وهمه جدول چنین است: 
| 1 نه 
4 زه 
واژهُ «ند» را می‌توان به طور خلاصه» مثلا بانشانا نشان داد. بنابراین 
مثلا" 
(۵< ۲ *< 7107 
عبارتست ازنفی گر ارث۵ ع ۲ < ۲. با به کار بردن‌این نشانه» جدول مربوط 


به وا ونه» به اینصورت درمی‌آید: 


عقل‌خا لس‌ازخودا نعقاد م ی کند ۲ ۳ 


21 11 
21 71۷ 
به‌همین سادگی می‌توان جدولی برای عمل منطقی که بارابطدوه 
بیان مي‌شود. نوشت. اگر دوگزارة درست را با واه دوه به هم مربوط 
کنیم.دوباره؛ به گزاره‌ای درست‌می‌رسیم؛ مثلا"؛ گزارة ۲-۳۶ < ۲واز 
هردو نقطه يك خط راست وتنپا يك حط راست عبورم ی کند»» يك گزارة 
درست است. به این ترتیب 
1 < وا 
ولیء اگر دستکم یکی از گزاره‌هایی که به وسیلهٌ رابط «وه به 
هم مربوط شده‌اند » نادرست باشد » تمام نقشه خراب می‌شود : گزارة 
(۴- ۷ ۲و ۳-۷ ۲ » يك گزارة نادرست است. ولواینکه یکی از 
پیامپا؛ درست باشد. و دیگر روشن است که اگر رابط «و » دوگرارة 
ادرست را به هم مربوط کرده باشد يك‌گز ارة نادرست پیدا می‌شود. 
به این ترتیب؛ جدول مربوط به رابط « و »را می‌توان بسه اینصورت 


تمام کرد: 


< و 1 

4 < 1و ب 

4 < لول 
وما» همحالتها رابررسی کردیم . و آیا این جدول به مراتب ساده‌تر از 
جدول ضرب نیست؟ ۱ 

واماء جدول واژة «یا» ؟ قبل از همه باید روشن کنیم که منطور 

از وارهُ ویا, چیست؟ در زبان عادی روزانه این رایط » دو معنای 
مختلف دارد. 


۳۹۸ بازی با بینها بت 


وقتی که هاعلت»پرسش مشبور خودرامی کند: «بودن‌یانبودن؟» 
سرآخر» یکی از آنبارا انتخاب م ی کند.انتخاب هردویآنما باهم؛ممکن 
نیست-یکی»دیگری را نفی می‌کند: 

«اگر صحرا را به دو نیمه تقسیم کنيم درآنصورت. شیردراین 
نیمه یا نیمه دیگر آن خواهدبود». بدون تردید» شیر درجایی از صخرا 
وجوددارد» ولی ممکن است که اودر هردو نیمه صحرا باشد روقت ی کداو 
روی مرز دونیمه خوابیده باشد), 

«یاحرف‌بزن‌یا غذاپخوره. دوعمل» هر کدام دیگری را نفی‌میکند» 
ولی‌ما مجبور نیستیم که غذا بخوريم پا حرف بزنیم؛ لبها » ممکن‌است 
عمل به کلی دیگری را انجام دهند» آنها می‌توانند بازنشده باقی‌بمانند 

واژه «یا؛ درریاضیات. اغلب به معنای دیگری به کارمی‌رود: 
گزرارة با رابط «یاه را درحالتی درست به‌حساب می‌آوریم که ست‌کم 
یکی ازگزاره‌های تشکیل دهندة آن؛ درست باشد؛ ضمنآمی‌تواند هردوی 
این گزاره‌ها با هم درست باشند. به‌این ترتیب؛ تضما حالتی ازاین گزاره 
نادرست استکه هر دو گزارة تشکیل دهندة آن نادرست باشد. به این 
ترتیب؛ جدول مربوط به عمل « یا » به‌این صورت درمی‌آید: 

1 ع 1یا [ 

1 < لیا 1 

1 < 1یا ۷ 

4 < لیا 
با دردست داشتن این جدول» می‌توانیم آنرا به‌هنوان تعربت عمل‌منطقی 
«یا؛ قبولکنیم وازسوءتفاه‌مهای ناشی ازبیان عادی» رهایی پابیم؛ حالا 


عقل‌خا لص از خودا فتقاد میکند ۳۹۹ 


دیگر» رابط «یاء را تشهاي‌يك معنا می‌فهميم. وقتی هم که ویاء به‌معنای 
دوم خود باشد. بازهم می‌توان آنرا دقیقاً تنظیم کرد. 

روشن است که دراینجا هم «قانون محاسبهه وجوددارد. مثلا 
همانطو رکه در مورد عمل دوه درست بود؛ درمورد عمل «یا» عم می‌توان 
جای دو گزاره را باهم عوض کرد کامل؟ همانطور که می‌توان جای 
دوعامل ضرب را عوض کرد. 

من در این باره بیشتربحث نمی‌کنم؛ زیرا در این عملها» تنها دو 
معنای منطقی و جود دارد-درست ونادرست» واين موضوع کار قضاوت 
رکند. 


را فوق‌العاده ساده می 


خیلی چالب است که بسه نموندای از «محاسبده بپردازیم . به‌یاد 
می‌آوریم که درضرب توانما؛ اگر پایه‌ها برابر بود » نماها رایا همجمع» 
وبه اسن ثرتیب : عمل ضرب را تبدیل بسه عمل جمع می کمردیم . آیا 
چنین بستگی مشایبی در مورد عملمهای متطقی وجود ندارد؟ 

مثال را ازرمانای عادی پلیسی‌انتخابم یکنیم . کوشش می کنیم » 
با توجه به اوضاع واحوال زیر» حقیقت راکشف کنیم. قتلی پیش آمده 
است ودو نفر - پتر و پاول» مورد سوعظن هستند. 


در جربان رسیدگی به قثل » چبارشاهد فراخوانده شدند . شاهد 


اول گفت: 
- من همینقدر می‌دانم که چتر بیگناه است. 
شاهد دوم گفت: 


9 من‌می‌دانم که بدون شك پاول بیگناه‌است. 
شاهد سوم قضاوت کرد: 


۴۰۰ بازی با بینها یت 


- من می‌دانم که دست کم» یکی از اظهارات قبلی؛ درست است 

شاهد چهارم چنین گفت: 

- من یا اطمینان کامل مي‌گویم که شاهد سوم نادرست گفته است. 

در جریان کار ععلوم شد که شاهد چهارم؛ حق داشته است. چه 
کسی قاتل است؟ 

اظهارات شاهدها را به ثرئیب» از ردین آخره تحلیل می‌کنيم 
گزارة چپارم درست است؛یعنی سخن شاهد سوم نادرست است. به زبان 
دیگر؛ این گزاره درست نیست که دس تکم:یکی از دو گزارة اول» درست 
است. به این ترتیب» حتی یکی از این دو گزاره هی نمی‌تواند حقیقت 
داشته باشد. چه گزاره‌ای که چتر را بیگناه می‌داند و چه گزاره‌ای کسه 
دربارة بیگناهی پاول » سخن می‌گوید. از اینجا نتیجه می‌شود که‌هردو 
شريك جرمند» هردو قائل‌اند. 


عقل‌خا ثص ازخود انتقاد م یکند ۴-۰۱ 


حالاء سعی مي کنيم‌هستة منطقی استدلال خود راء جداکنیم. 
,ارزش متطقی گزاره‌ها را ؛ مجپول می‌گيريم » زیرامسا از ابتدا 
نمی‌دانیم که آیا این گزاره‌ها» درست‌اندیانادرست. ارزش منطتی‌اظهارات 
دوشاهد اول را با :رون نشان می‌دهیم . شاهد سوم می‌گوید که دست کم 
یکی از این دوگراره درست است» یعتی راز آنجاکه عمل «یا» » درست 
همین معنای «دست کم» را می‌دهد):. گزارة 
یا ۶ 
گزاره‌ای درست است. شاد چهارم ‏ اینرانفی می‌کند؛ تفی را با نشاتة 
شخ می کردیم ؛ بنایراین» بنایر اظهار شاهد چهارم» گزارة زیسر 
درست است: 
( یا ۶) 1 
اگر خوب فکر کنیم ؛ متوجه می‌شویم کدگزارة اخیرء دقیقاً این فکر را 
بیان می‌کند که حقیقت عبارتست ازنفی گزارة اول ونفی گزارة دوم؛یعنی 
#۷ و ۶[ 
به‌اين ترتیب بدون اینکه درستی و نادرستی رون اهمیتی داشته 
باشد» گزارة 
(ز یا )1 
باگزارة 
۶ و 1۶ 
هم ارزش است. همانطور کنه می‌بينیم؛ می‌توان از رابط «یاء یه رابط 
(و) رسید وبرعکس. 
روشن استکه در حالت کلی؛ برای رسیدن به‌چنین بستگیم‌ایی؛ 
به‌هیچوجه نیازی به داستان سرایی نیست. داستان مربوطبه آدم کشی‌را 


۳۰۲ بازی با پینهایت 


تیا به‌عاطر این آوردیم که مطلب را روشنتر درك کنیم . این بستگی 
منطقی را می‌توان کاملا" کلي آزمایش کرد: بسد جای روبو» ارزشهای 
ممکنه ! و با را در نظر می‌گيريم وسپس امتحان می‌کنیم که‌آیا دو 
گزار؛ مورد نظرمان» به يك نتیجه می‌رسند با نه, باید چهار چالت را 
امتحان کنیم : 

۱ ارزش : وهم ارزش 7 عبارتست از +. 

۲ > دارای ارزش | و درهمانحال بو دارای ارزش ٍ است. 

۳ دارای ارزش ال و درهمانحال » دارای ارزش [ است. 

۴ هم رو هم و۰ ارزش ٍ دارند. 

امکان اول را بررسی می‌کنيم. گزارة (ز یا :1 چهمعنایی دار 
وقتی که هم « وهم بر دارای ارزش ‏ هستند؟ ازجدول واژه «پا‌نتیجه 


می‌شود 
4+ یا 1 
یعنی دراین حالت 
1 سل یا ر 
وما با گزارة زیر سرو کار پیدا می‌کنیم : 
1 


از جدول واژة «ن,بلافاصله معلوم می‌شود که ارزش این گزاره‌عبارتست 
از با . 
حالا ببینیم ارزش گزارة 
91۷ 1 
وفتی که «وب ارزش ۸ دارند» چیست؟ داریم: 


- | 11 وا < 1-1 


عقل‌خا لس ازخود |نتقاد م ی کند ۰۳« 


وبتابراین با گزارة زیر سرو کار پیدا می‌کنیم: 
اد 

: که بنایر جدول واه «و» ارزش | دارد. به‌همین ثرتیب می‌توان‌ثایت 
کرد که درسه حالت دیگر هم » دو گزارة مورد نظر ‏ دارای يك آرزش 

اینجا؛ از جیر هم می‌توان استفاده کرد؛ من‌گزاره‌ای فکرم ی کنم» 
عملمای منطقی گونا گونی دربار؛ آن به کار می‌برم» سپس اعلام‌می کتم 
گراره‌ای که به عنوان نتیجه بدست آورده‌ام » درست است‌پا نادرست» 
واز شىا خواهش مي کنم درستی یا نادرستی گزاره‌ای را که ابعدا درنظر 
گرفته بودم معلوم کنید. مثلا" این بازی را در نظر بگیرید: 

گزادهای دد نظر بگیریده میس نفی آنرا با دابط «یاه به آن اضافه 

کنیده بدون اینکه شما چیز دیگری بگویید» من می‌توانم بگویم: گزاده‌ای که 
بدست آودده‌اید» بدون تردید گزاده‌ای داست است. 

این مطلب را می‌توان اینطور نوشت: گزاره‌ای را کدرنظر گرفته 
شده است؛ می‌گيريم» نفی این گزاره» ۲ می‌شود؛ بامربوط کردن 
این دو گراره با رابط «یا» به هم بدست مي‌آید: 

يا ۲ 

مطمثن می‌شویم که ارزش منطقی اینن گزاره؛ هميشه برابر است با 4 » 
بدون توجه به اپنکه ارزش»: [ باشدبا | .این‌مطلب را روشنترم ی کنیم. 

اگر ‏ ارزش ۸ را داشته باشد» بنابر جدول وا «نه» 

۱۹ 

وما باگزارة 


0 


۷یا 1 


۳۰۴ بازی با پینها بت 


سروکار پیدا م ی کنیم؛ که اگربه جدول واژه «یا» مراجعه کنيم» می‌بینیم 
که این گزاره در واقع دارای ارزش ( است. 
اگر ارزش ٍ را داشته باشدء بنابر جدول واژة «ند» داریم: 
1 ]۳ 
وبنابراین» به اين گزاره می‌رسیم: 


یا 


وبا مراجعه به جدول «یاب» دوباره ارزش [ را بدست می‌آوریم. 

به این ترتیب » به حقیقت بسیار زیبایی می‌رسیم: گزاره‌های 
مر کبی هستنده که بدون توجه بد گزاره‌هایی که آنرا تشکیل داده‌اند » 
همیشه درست هستند. درستی این گزاره‌های مر کب» ه‌تنها به محتوی؛ 
بلکه حتی به ارزش منطقی گزاره‌های تشکیل دهندة آن هم بستگی‌ندارد. 
درستی اپن گزاره‌ها: ناشي از نوع ترکیب منطقی آنست؛ و ما آنما را 
اتحادهای منطقی می‌ناميم. چنین گزاره‌هایی » نقش بسیار اساسی در 
ریاضیات دارند. 

می‌توان این سر گرمی را به این ترتیب هم ادامه دهیم که مثلا" 
تنها حود موضوعغ» مجمول‌باشدنه‌همه گزاره. مثلا": «من عددی پیش‌خود 
فکر می کنم وتایید می‌کنم کهزوج است. دربارة این گزاره ؛ عملهای 
مختلفی را به کار می‌برم»- گزاره را می‌توان اینطور نوشت: 

« عددی زوج است» 

روشن است که درستی با نادرستی این گزاره مربوط به‌اینست که,دبرایر 
باچه عددی باشد. 

اگر مثلا" ۶ سیر در اینصورت گزاره درست است؛ ولی اگر 
۷ سوه گزاره نادرست است. وبه‌این ترتیب» باگزاره‌ای سرو کار داریم 


عقل‌خا لس از خود !نتفاد می کند ۳۰۵ 


که ارزش آن تایعی از > است» ودر ارتباط با اینگونه گزاره‌هاست که 
به نظریة تابسهای متطقی می‌رسیم . 

به همین ترئیب به‌سادگی می‌توانیم تابسهای منطقی چند متغیره 
را هم بسازيم: ومن سه نقطه درنظر می‌گیرم وحکم می‌کنم که آنا بر 
يك خط راست قراردارند ». اپن گزاره را می‌توان به‌این ترتیب نوشت: 

» ۷ و2 بريك خط راست قرار دارنده 

که ارزش آن؛ بستگی به‌انتحاب نقطه‌های ‏ » وو 2 دارد. اگر سدنقطه 
به‌این شکل قرار گرفته باشند: 


ر ۰ 
: / ط‌ 
درآنصورت؛ گزاره درست است؛» واگ نقطه‌ها به ایتصورت باشد: 


۰ 
۰ ۰ ۳ 
2 


باگزاره‌ای نادرست سرو کارداريم. 

لازم به پادآوری نیست که‌اين مجپولما را در اینجا نمی‌توان به 
دلخواه انتخاب کرد. در مثال او باید ‏ را از بین عددهای طبیعی 
انتخاب کرد ودرمثال دوم» وج نقطه‌هایی ازیك صفحداند. ماه در 
تابسهای ریاضی‌هم به‌مشایه چنین چیزهایی برخورد کرده بودیم..درآنجا 
هم لازم بود معین‌کنیم که «جمرولها؛ ازکدام مجموعة عددی اتتخاب 
شده‌اند. ایسن مجموعه را» در حالت تابع منطقی» « حوزه فردی » تابع 
مفروض گوبیم. 


۳۰ بازی با بیتهایت 


وحالاسیعتی دربستگی با ثابعهای منطقی - زمان «خطره و «عمل 
خطرناله » فرارسیده است. مثلا"» یکی ازآنها؛ واژهة «هر» است. اگراین 
واژه را در مورد نخستین تابع منطقی خود به کاربریم» بدست می‌آید: 

«هر > يكك عدد زوج استه 
(روشن است که هیچ نیازی به تاکید نیست که منظورمان از هر ۷ 
انتخایی ازمجموع عددهای‌طبیعی است)؛ ایهم يك‌گزاره است:منتهی؛ 
يك گرارة نادرست. زیرا می‌توان مثال مخالفی مثل ۵ سیر را پیدا کرد 
که زوج نیست. بنابراین 
1 «هر 4 عددی زوج است» 

حالا» اگر واه « وجود دارد » را درمورد تابع خود به کار ببربم» 
به این گزاره می‌رسیم : «ز وجود دار به نحوی که‌عددی زوج باشد » 
که گزاره‌ای درست است؛ یعتی 

[ < و« وجود دارد به تحوی که عددی زوج باشد» 

می‌بینیم که و اژه‌های رهره و «وجودداردههم معرف عملمهای‌منطقی 
هستند» که می‌تشوان آنها را درتابعرای منطقی به کاربرد ودر نتیجهء 
گزاره‌هایی باارزش منطقی معین؛ بدست آورد. 

در مثال ما؛ ارزش گزاره‌ای که با واژه «هره آغاز می‌شود برابر 
است‌با ٍ بنابراین کاملاآيك‌ارزشیاست(بدون‌بستگی‌به») .ارزش گزاره‌ای 
هم که با واه : وجود دارد » آغاز می‌شود. کاملا" يك ارزشیو برابر 
است با . 

ولی؛ این‌عملهای جدید؛ مارا به منطق عامل نامتناهی می کشاند. 
ماحکم می‌کنيم: «فلان خاصیت: برای هر عضو از حوزة فردی ۰ صدق 


عقل‌خا لس ازخود انتقاد می‌کند ۴۳۰ 
سس سس سس _ 
می‌کند». وقتی که حوزة فردی » نامتناهی باشد ( مثل مجموع عددهای 
طبیعی یا مجموعة نقطه‌های يك صفحه)» رفتار مانسبت بسه بینهایت» 
چنانست که مثل اینکه به صورت آماده وتمام شده‌ای در اختیارماقرار 
گرفته است. 

می‌گوییم «مقادیری‌از »در حوزة نامتناهی فردی » وجود دار د» 
مثل اینست که همه حوزه نامتناهی راء یرای جستجوی ر در اختیار 
داریم . 

ما» به كمك واژة «هر». گزاره‌هایی را تنظیم می کنیم کدیه«مبرم 
بودن‌بینهایت» مربسوط می‌شود . واژة «وجوددارده هم «گزاره‌ای صرفاً 
وجودی» را می‌دهد» پعنی‌تایید وجود چیزهایی راکه نمی شود نشان‌داد. 

به این‌ترتیب» عنصرهای ایدآلی در منطق ظاهر می‌شوند؛ که‌تضها 
وقتی می‌توانند ادمادی ح تابعیت داشته باشند که عدم وجود تناقض 
در آنهاء ثابت شده باشد. 

روشن است که گزاره‌های نظریه تابعهای منطقی را هم می‌توان 
یاهمان روش کاملا" دقیقی که مثلا" دربار؛ اتحاد منطقی 

ح[ یا ۷ 


داشتیم» تنظیم کرد. برای‌اینکه در موردگزاره‌های مطقی» ازئو ع سوء. 
تفاهمپا وتارساییهای ناشی اززبان عادی» پیش نیاید» بهتر است بهجای 
به کار بردن واژه‌هاء از نشانه‌ها استفاده کنیم» همانطور که درموردواژة 
«نه؛ عمل کردیم. 

به همین ترئیب» ضمن بررسی مساله‌های مثطق علامتی (منطق 


۳۰۸ بازی با بینها یت 


صوری ) هم از نشانه‌ها استفاده می‌کنند. در نثیجه. هم کارها با زبان 
بین انسللی‌نوشته‌می‌شودهبه نحوی که دربسیاری‌ازسطرهاءحتی يك واژه‌هم 
به‌چشم نمی‌خورد. متخصصین‌وریاضیدانان این ردیف علامتها را؛ شبیه 
موسیقیدانانی که از روی دفتر توتها کارمیکنند» آزروی متن می‌خوانند 
بدون اينکه توجه کنند که این کتاب در چدکشوری چاپ شده است. 
لاپنیدی ۰ کار ساختن زبان علامتی را آغاز کرد و بعد» بسیاری 
ازدانشمندان آثرا پیش بردند وتکمیل کردند» تا بالاخره»هلیرت وهمکار 
او بونایی؛ این زبان راء به‌وسبلهُ حساس وقابل انعطافی تیدیل کردند 
که توانست روشبای استدلال ریاضی را چنان خوب ودقیق تنظیم کند» 


که خود این روشما هم به‌عنوان موضوعی از بررسیهای ریاضی ترآید. 


۱ دد برابر دیوان داوری فوق ریاضیات 


زمان آن فراررسیده‌است که‌شاخدای ازریاضیات را که کاملا" 
محدود ومقید شده است؛ انتخاب کنیم و ببینیم که آیا ممکن نیست در 
آن تناقضی پیدا شود. 

ما دیگر می‌دانیم که چگونه می‌توان بسه چنین محدودیتی رسید. 
شرطمای نخستین» یعنی اصل موضوعها را » انتخاب می‌کنیم و فرض 
می کنیم که‌تمامی اين شاخ دانش» از آنچه که‌درنتيجة این اصل‌موضوعما 
نتیجه می‌شود؛ تشکیل شده باشد. 


نظر ی اثبات 


اصل موضوعها را می‌توان به زبان منطق علامتی نسوشت؛ در 


عقل‌خا لس آرخود اثتقاد میکند ۲۰۹ 


چنین حالتی» تنها به صورت دنباله‌ای از نشانه‌همای منطقی و ریاضیء 
بدون استفاده از واژه‌ها؛ درمی‌آیند واين وضع » از هررگونه سوعتفاهمی 
که ناشی از واژه‌هاست» جلو گیری می‌کند. 

ضمناً باید معنای اینکه « فلان چیز را می‌توان از اصل موضوعها 
نئیجه گرفت»» به روشنی معلوم شود » یعنی فانون نتیجه گیری را » بسه 
روشنی تنظیم کرد. 

ما از درستی گزاره‌ای» درستی گزار؛ دیگری را نتیجه می‌گیریم 
واين نتیجه را هم‌به‌صورت علامتی می‌نویسیم» بنابراین؛ همبررسیمای 
ما؛ به‌اینجا منجر می‌شودکه باعبور از يك ردیف علامتها ءردیف‌دیگری 
از علامتها را مطالعه کنیم. به باد بياوريم که معادله‌ما را چگونه حل 
می‌کنیم» روند حل معادله‌اهم»براساس چنین گاسهاپی‌است. مثلاا ازاین 
ردیت علامتها 


۹ 
۳۸ هد 
به این ردیف علامتها می‌رسیم : 


3 
0 
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حق چنین‌عیوری‌را» بعداز استدلال ساده‌ای‌بدست می‌آوریم: اگر کمیتی؛ 
بعد ازاضافه شدن۳ واحد» برایر ۱۸ شده است؛ بنابراین؛ خود آن کمیت 
باید برابر ۱۵ باشد. 

پاوجود این؛ ما بعداً متقاعد می‌شویم که این دو ردیف علامت 
تنها از نظر صورت باهم متفاوتند ؛ درسمت چپ ردیف اول؛ علامت۴ 


وجوددارد که درردیف دوم آزبین رفته است» درضمن‌عددی که‌درسمت 


۳1۰ بازی با بپنها بت 


راست ردیت دوم‌قرار گرفته است؛ ۳ واحد کمترازعدد سمت راست‌ردیف 
اول‌است.به‌این‌تر تیب بودکه ماتوانستیم قانونی کاملا" صوري رابپذيريم 
که بنابر آن» هرجمله را ازیکطرف معادله؛ باتغییر علامت» به‌طرف‌دیگر 
معادله ببریم. وقتی که اين قانون را پذیرفتیم دیگر ضمن استفادة از آن 
مطلقاً به مغهوم آن توجبی نمی کنیم : به اين ترتیب. قانون نتیجه گیری 
خودبه خود به‌صورت مکانیکی «قانون بازی» درمیآید: بعضی نشانه‌ها 
را می‌توان ؛ با جزثی تغیبر » از یکجاء به‌جای دیگری برد. واین»یازی 
شطرنج را به یاد می‌آورد: شاه شطرنج می‌تواند ازيك خانه» به هرجهتی 
ح رکت کند.. 

درموردنتیجه گیری از اصل موضوعبا هم؛به‌همین ترتیب‌می‌توان 
عمل کرد: ابندا معلوم می‌کنیم که کدام تنییر صودی درردیف علامتماء‌با 
نتیجه گیری مفروض ماء متناظراست وسپس این تغییر صوری را انجام 
می‌دهیم» بدون اینکه هریار به محتوی درونی این تغییر ؛ به طور جدی 
توجه کنیم. 

حالا دیگر می‌توانيم به کلی فرامو شکنیم که دراین شاخ دانش» 
ازچه چیزی گفتگو می‌شود؛ و می‌تسوانیم بگوییم : ردیفی از علامتهای 
کاملا" معین(که آنما را؛ اصل‌موضو عمی‌نامیم)؛و همراه‌با آنها‌قانونهای 
معین بازی را دراعتیار داریم» که به کمك آنها می‌توانیم از ردیف داده 
شده به ردیف دیگری از علامتها برسیم . ایسن قانونها را » قائوشهای 
استفاج جع تامیم: 

به‌این ترتیب» دستگاء‌گزاره‌ها و استدلالها: به‌وسیلهٌ ریاضیدانان» 


به‌چنان ماده‌ای‌تبدیل می‌شود که همچون عدد دردسترس وقابل‌انعطاف 


عقل‌خا اص ازخود اننقاد می‌کند ۳۱۱ 


است.به‌این ثرتیب؛ وباچنین روش‌نظری اس ت که می‌توانیم از روشهای 
تجریی بررسیپای ریاضی استفاده کنیم . 

ونی از اين روشبا» نمی‌توان به‌طورمکانیکی؛ و با دنبال کردن 
قانون بازی» استفاده کرد. درهر گام» باید کاملا" قانم شدکه چنین گامی 
رامی‌توان‌بر داشت‌وقضاوت ماء منجر به‌عنصر ناراحت کننده وخطرناکی 
نمی‌شود. حتی برای يك لحظه‌هم نباید هدف اصلی رافراموش کرد: ما 
می‌خواهیم ثاب تکنیم که دررشته مفروضی ازدانش می‌توان ازعتصرهای 
بینپایت استفاده کر د؛ چنین استدلالی» و قتی که‌منجر به استفا ده‌ازعنصرهای 
حطرنالك می‌شود» به‌هیچگونه موفقیتی‌نمی‌انجامد. روش و وسیلهة‌استدلال 
باید چنان محکم وقاطع باشد که‌حتی انتقادی‌ترین دیدگاهپای شهودیما 
هم نعواند لطمه‌ای به آن واردکند. 

فوقریاضیات 

به این ترتیب؛ همانطور که ریاضیات تقسیم می‌شود وشاعه‌های 
تازه‌ای ازآن سردر می‌آورد : از یکطرف دستگاههای کاسلا" قالمی و 
دستورالعملم‌ای‌صوری داریم» که‌به‌جای قانونهای استنتاج کارم یکنند؛ 
واز طرف دیگر يك فوق ریاضیات داریم که درآن» بادفت ثمام » معنای 
هرگامی که برداشته می‌شود بررسی می‌شود ومعلوم می‌کند که در کجابا 
استنتاجهای بی‌خدشه و کاملا" بی‌خطرء سرو کار داریم. در اینجا ‏ همةً 
دستگاهبای ریاضی مورد بررسی قرار می‌گیرد و اساسی‌ترین موضوعآن» 
اثبات بی‌تناقضی يك نظریة مقروض است. 

معلوم شد که اگر بخواهیم روشن کنیم کهآیا استفادفازقانونهای 
بازی ما را به تناقض نمی کشاند» باید محتوی گزاره‌ها را تحلیلکنيم. 


۳۱۲ بازی با بینها بت 


پاید از روی محتوی؛ ونه صورت ظاهر گزاره» قضاوت کنیم که‌آیامی- 
تواند شامل تناقضی باشد یا ند؟ 

برای ایتکه بتوانیم از اين نگرانی نجات پیدا کنیم» کافی است 
که تنها به يك مورد تناقض اکتفا کنیم؛ مثلا" اگر عددهای طبیعی در 
تشکیل دستگاهی به‌اين صورت واردشوند: 

۱ 

جنبهٌ اپن دنبالُ ساد علامتها را می‌توان به كمك ساختمان آن : کابل* 
مشخص کرد. توجه می‌کنیم که وجود علامت «-؛ وسپس رقم ۲ ) یمد 
از رقم ۱ به معنای تناقض است. هیچ چیز بیشتری برای ما لازم‌نیست. 
قضاوت شوخ ی آمیزی وجود دارد که‌بنابر آن می‌توان ثابت کرد ۲ سل 
ودر اینصورت می‌توان‌گفت کهازهر گزاره متناقضی» که وارد ذهن‌شود» 
می‌توان هرچیزی» ومثلاً ۱۲ را نتیجه گسرفت . بتابراین کافی است 
ثابت شود که دردستگاه مفروض: ممکن نیست دستور ۱-۲ را نتیجه 
گرفت . با اين اثبات» می‌توانیم اطمینان داشته باشیم که درنظرية ما > 
هیچگونه تناقضی وجود ندارد. 

به‌این ترتیب» گراره‌های فوق ریاضیات براین اساس تنظیم‌شده‌اند 
که ثایت کنیم با شرو ع از دنبالة علامتپا» که اصل موضو ع نامیده‌می- 
شوند واستفاده از انونهایی که برای بازی در نظر گرفته شده است » 
نمی‌توان به دنبال علامتهای به صورت ۲ ۱ رسید, 

خود هیلبرت: درمورد بعضی‌مثالهای ساده» این عدم‌تناقض رأثایت 
کردو کسانی که از مکتب او پیروی‌می کردند» این روش رابرای‌دستگاههای 
پیچیده‌تری هم به کاربردند. به این ترتیب؛ به‌ندریج امکاناتی که برای 


عقل‌خا لص ازخود | نتقادم ی کند ۴۳۱۳ 


بررسی يك دانش بزرگ و وسیع لازم بود؛ فراهم شد.طبیعی است کسه 
پیش اژ همه به‌فکر دانش عددهای طبیعی؛ یاحساب بیفتند. همه‌معتقد 
بودند که برای به‌کار گرفتن انديشة اثبات هیلبرتی در مورد حساب و 
پیدا کردن پیچبا ومفپوسهایی که امکان لغزش در آنما وجود دارد. نیروی 
زیادی نمی‌خواهد. 

وناگهان«نظریة اثبات هیلبرت»این رش تازة دانش؛ که‌اپنقدر 
ظریف وبا احتیاط ساخته شده بود - به‌طور جدی به‌لرزه درآمد. 


اثبات بی‌تناقضی حساب 


گودل» ریاضیدان جوان» با به کاربردن همین روشهای‌نظریةائیات 
کشف کردکه اگربخواهيم خود را به‌مفهومها و وسیله‌هایی که درچار- 
چوب دستگاه مورد بحث‌قرار دارند. محدودکنيم.نمی‌توانيم بی‌تناقضی 
حساب را ثابت کنیم. 

کوشش مي‌کنیم این مطلب را ببتر بفهمیم: فوق ریاضیات از 
وسیله‌های صوری استفاده نمی کند » زیرا درآنجا همیشه باید بدانیم که 
چه م یکنیم. نعیجه گیریهای آن, بایدآگادانه باشد» نه مکانیکی. ولی» 
این دست کم به‌این معتانیست که مانمی‌توانستيم از نتیجه گیریهای‌فوق 
ریاضیات» درقانونبای مکانیکی بازیبا استفاده کنیم. روشن است که 
اگر می‌خواستیم‌با فوق ریاضیات؛بدون توجه به‌مدف خاص آن»مشغول 
پاشیم می‌توانستيم به‌اين كاربپردازيم. این بسه‌خودی خود روشن است 
که گرفوق‌رباضیات را فرموله میکردیم‌وبه‌شکل صوری درمی آوردیم» 
بهعاطر احتیاطهای مربوط به آن وفرار ازهمدٌ عنصرهای خطر نال#ممکنه در 
روشهای نتیجه گیری» حوزه عملآن» نسبت به‌حوزة نظربه باعنصرهای 


۳۴ زب نات 


بینهایت آن» خرلی تنگتر می‌شد. وضمناآء نتیجة گودل تایید می کند کسه 
اثبات بی‌تناقضی را تنا وقتی می‌توان انجام داد که از وسیله‌هایی که 
بیرون از مرزهای دستگاه مورد بررسی‌است: استفاده کنیم. 

وچه کسی این عذر عنصرهای خطرناك را می‌پذیرد که از میان 
انبوه وسیله‌هایی که در مخزن وجوددارد» وسیله‌هایی راکه‌برای دستگاه 
مورد پررسی لازم است؛ جدا می‌کند؟ ۳ 

به نظرمی رسد که‌این‌پایان ورشکستگی نظر یه اثبات است که‌هیچگونه 
امیدی را» برای رهایی از آن» باقی نگذاشته است. 

ولی» هیلبرت ؛ حتی برای لحظه‌ای هم » دچار هراس نشد. او 
اطمیتان داشت که بالاخره می‌توان راه خروجی پیدا کرد. باید روشپایی 
برای‌نتیجه گیری وجودداشته باشد که با وجودی که از مرزمای دستگاه 
موردبررسی‌ما خارج می‌شود » بتواند بر میانیمحدو دعقلمحدودماء تکیه 
کند» به‌نحوی که برای شمودیان هم قابل قبول باشد, 

وس رآخر» جستجوها بسه لتیجه رسید و چنین روشهایی پیدا شد. 
هنتسن»شا گر دهیلبرت» ابزار فوق ریاضیات را بدست آوردء که اغلب آنرا 
ستقراء نامتناهي مي‌نامند. وبه این ترتیب ؛ پی تناقضی تمامی حساب » 
ثابت شد. 

له عددهای طبیعی می‌تواند به آرامی به‌چرا مشغول باشد: گرگی 
در میان آنپا وجود ندارد. 

«استقرام نامتناهی» - نامی مپیپ وترسناك است! با وجود اپن ۰ 
اندیشهة بسیار ساده و بی آزاری‌در آن نهفته است. 

اگر ازيك عضو داخواهی که درجای دوری از رشتة طبیعی‌عددها 


عقل خالص ازخوه | نتقاد می‌کند [۳۸ کر 


/ ۱۳ 
قرار گرفته است. آغا زکنیم ویاگاپایی که مقدارآنها به دلخواه‌انتخاب 
شده است: به عقب برگردیم» بدون تردید؛ جز تعداد محدودی گام‌نمی- 
توائیم برداريم. اگرمثلاً ازيك ملیون‌آغار کنیم؛ وبرای اندازة هر گامی 
که به‌عقب برمي‌داريم واجد را در نظر بگیریم» روشن است که بعد از 

يك ملیون گام» به عدد ۱ می‌رسیم. 
حالاء رشتةٌ طبیعی عددها راء مثلا به‌این ترئیب» منظم میکنیم : 
ابتدا همه عدده‌ای فردرا انتخاب م ی کنیم؛ وسیس. وقتی که اژمجموعة 
تامتناهی عددهای فرد فراغت پیدا کردیم» به عددهای زوج می‌پردازيم: 
۱ 


اگر با این نظم؛ از عددی؛ به عتب: یعنی به طرف چپ » بر گردیم» بعد 


۴۱ بازی با بينها بت 


از برداشتن گامپایی» دير بازود راهمان به پایان می‌رسد. زیراء اگراز 
يك عدد فرد آشاز کرده باشیم» کاملا" شبیه حالتی که بارشتة عددهای 
طبیعی سرو کارداشتیم» بعد از تعداد محدودی گام به واحد می‌رسیم . 
اگر هم از عددی زوج آغاز کنیم» باهمان روش» معلوم می‌شود که‌بعد 
از تعدادی گام (کم یازیاد)» عددهای زوج تمام می‌شودو به عددی فرد 
هرقدر که می‌خعواهد بزرگ باشد - می‌رسیم. به‌این ترئیب» به مرزهای 
دنباله‌ای می رسیم که ساختمان آن شبیه ساختمان رش عددهای طبیعی 


است. 

روشن است که عددهای طبیعی را باروشهای مختلفی می‌توان 
منم کرد. مثلا می‌توان رشتةعددهای طبیعی رابه سه گروه تقسیم کرد: 
در گروه اول‌عددهای بخش پذیر بر۳» در گروه دوم عددهایی که يك‌واحد 
از عددهای گروه اول بیشترند وبالاحره درگروه سوم عددهایی که ۲ 
واحد از عددهای‌گروه اول بیشترند رضمتاً عدد صفر راهم بهآنبااضافه 
م ی کنیم) : 

۱۵۸۵۱۱ ۰ ۱۱۴۱۷۵۱۵۱ ین دوه 

اگره از عددی درگروه سوم آشا زکنيم و بسه سمت چپ بياييم بعد از 
برداشتن تعداد محدودی گام به گروه دوم می‌رسیم که دراینصورت پا 
موقعیتی کاملا" شبیه مثال قبل» سرو کار پیدا می‌کنیم . 

ما حتی می‌توانيم بینبایت گروه بدست آوریم » مثلا" به ایسن 
تر تیب که‌در گروه اول» عددهای فرد راقراردهیم؛ در گروه دوم عددمایی 
که تنهابر ۲ بخش پذیرند؛در گروه سوم عددهای بخش پذیر بر س۲۲؛ 
در گروه چپارم عددمای بخش پذیربر م ۲ وغیره: 


عقل‌خا لس ازخود انتقاد می کند ۳۴۳۱۷ 


۲۴۱۴۵۵ ده ۱۲۱۲ ۲۱۱ ۱ 
بینهایت بودن تعداد گروهپا : نیاید ما را بترساند : اگر از عدد کاملا؟ 
مشخصی آغاز کنیم» این عدد دریکی از گروهبا قرارداردو پیش از آن 
گروه هم مسلماً تعداد محدودی گروه وجوددارد. 

زهمٌاین مشالمار وشن می‌شو دکه ضمن ح رکت‌بهءقب» ازت رکیبهای 
پیچیده‌تر» به‌تر کیبسایی‌می‌رسیم که کمتر پیچیده است . ضمناًمعلوم است که 
اگر از ترتیب پیچیده‌ای از عددهای طبیعی آغاز کنیم و به طرف عقب 
بياییم» بعد ازبرداشتن تعدادمحدودی گام» پاید به‌رشته عادی‌طبیعی برسیم: 

هیلبرت هم در اثبات خودء از همین حقیقت استفاده می کند که 
اگر با نظم معینی سرو کار داشته باشیم ر که‌الیته : او این نظم را حیلی 
پیچیده‌تر ازمثالهای ما درنظر گرفته است). می‌توان‌تنها تعداد محدودی 
گام به عقب برداشت. وچنین حقیقنی را؛ می‌توانيي بدون ناراحتی؛ با 
درك محدود و مشخص خود «هضم کنیم!۰ در حالیکه. این حقیقت . از 
مرزهای دستگاه مورد بررسی ما: ببرون رفته است. 

به چه‌تر تیب می‌توان ازاین نتیجهءبرای اثبات بی‌تناقضی استفاده 
کرد؟ 

همیشه پرای اثبات بی تناقضی» باید چنین مسیرفکری‌راپیمود . 
فرض کنید کسی ادعا کند که توانسته است باتکیه براصل موضبوعهای 
دستگاه به حکمی متناقاض برسد. این شخص اثباتی را ارائه می‌دهد که 
گویا بانکیه براصل موضوعهاء واستناد به‌قانونهای‌نتیجه گیری توانسته 
است رابطهٌ ۲ دا را نتیحه بگیرد. با هم می‌خواهيم ثابت کنیم که 
در درون این اثبات » اشتباهی وجود دارد وتلاش می‌کنیم که آنرا پیدا 


۳۱۸ بازي پا پینهایت 


کنیم . 

اگر در تصور ماء نسبت به قضاوتی که در بارة اثبات م یکنیم » 
عنصر خطرنال وجود نداشته باشد : طبیعی است که باید یتوانیم اشتباه 
را پیدا کنیم. وقتی که از حکمهای درست آغاز و به قانونبای مملم 
نتیجه گیری تکیه کنیم » تنها زمانی مي‌توان به نتيجة نادرست ۱-۲ 
رسید که درجایی اشتباه شده باشد, 

ولی اگر ضمن اثبات ازعنصر بینپایت استفاده شده باشد.نمی- 
توانیم مطمئن باشیم که بتوانیم این اشتباه را پیدا کنیم» زیرا» ممکن 
است سرچشمة تناقض, در زیر همین عنصر بینهایت پنپان شده باشد. 

ولی» نتیجه‌ای که از راه اپن استدلال بدست آمده است » خیلی 
معصوم وفروتن به نظر می‌رسد: ۲ ۱. دراینجا» هیچ ردپایی از مضیوم 
«فوق محدود» وجود ندارد. وبتابراین » اگر چنین مضبومی» در جریان 
اثبات واردشده باشد ربنابر عاصیت عنصرهای ایده‌آلی)» باید درجایی 
ظاهر وسپس, بعداز آنکه نقش خود را بازی کرده است؛» دوباره از نظر 
دور شده باشد. آیا نمی‌شود اثبات راء بدون باری آن؛ انجام داد؟ 

مثلا» بسیاری از تابعهای مثلثاتی را می‌توان » هم به كمك واحد 
موعومی ز وهم بدون استفاده از آن» توضیح داد. 

حقیقت اینست که اگر ثنها بايك عنصر حطرناك؛ یا با چند عنصر 
خظرنا کی که یه هم پستگی ندارد. سرو کار داشته باشیم» چنین امکانی 
وجودارد. هیلیت ثابت کرد که چنین اثباتهایی را می‌توان به اثباتهای 
کاملا" بیخطر تبدیل وبه سرعت؛ اشتباه را پیدا کرد. 


باوجوداین» عنصرهای ایده آلی؛ که موجودأتی نامحسوس وخپالی 


عقلخالص ازخود انتقاد می‌کند ۳۱۹ 


هستندواستعداد اینرا دارند که در هم فروروند» نسبت به هم بستگیهای 
بغر نجی‌دارند؛وبه همین‌مناسیت»خیلی ساده‌نمی‌توان عنصرهای بیشهایت 
را از اثباتبای درهم‌و پیچیده دو رکرد. 

از اینجاست که کشف عنتسیاهمیت پیدا می‌کند؛ اومتذکر مي‌شود 
که‌بین مرحله‌های پیچیدگی اثبات وتنظیمهای بغرنج «جموعةً عددهای 

" طبیعی» شیاهتی وجوددارد. وقتی که‌برای چنین اثبات پیچیده‌ای‌ازروش 

هیلبرت استفاده می کنیم»حتی اگرعنصرهای‌بیتهایت راکنار نز ایم»دست 
کم بدائباتی که درجذیعرنجی آن‌متناظربابغر نجیکمتریءنسبت به‌تنظیم 
مجموعة عددهای طبیعی باشد. دست می‌پابیم. بدهمین ترتیب؛ وقت ی که 
ازروش هیلیرت به دفعات استفاده کنیم» درجه بغرنجی اثبات مرتباً کمتر 
می‌شود.بنابراین» ضمن عیور از تنظیمهای مجموعة عددهای طبیعیء که 
مرتباً بقرنجی آنها کمتر می‌شود؛ سرآخر بایرداشتن گاسپای محلودی» 
به دنباله‌ای : بدون هیچگونه پیچیدگسی می‌رسیم . در نتیجه » با 
استفاده از انديشه هیلپرت به تعداد محدود. به اثباتی می‌رسیم که از 
هرگونه پیچیدگی به دوراست» اثبائی که در آن‌عنصرهای بینهایت‌وجود 
ندارد ویه‌سادگی می‌توان اشتباه را درآن پیدا کرد. 

اینء يك استدلال ریاضی خالص وبسیار ظریف است؛ ونتیجه‌ای 
که‌پدست می‌آید؛ اهمیت فوق‌العاده‌دارد. ما دوباره اعتماد خود را به 
روشپای قدیمی؛ ودست کم به حساب؛ بازيافتیم. 

بسیاری از ریاضیدانان - از آنهاکه حاضر نبودند دربارةخطرها 
چیزی بشنوند - صرفنظر از هرچیزء به نظریه اثبات با سوعظن نگاه‌می- 
کردند و آنرابیشتر يك نظرية فلسفی‌به‌حساب‌م ی آوردند تا ریاضی. آنها؛ 


۴۳۳۰ بازی با بینها بت 


تنها وقتی فکرمربوط به‌وجود این شاخ ریاضیات را پذیرفتند که‌نظریة 
تازه ترانست درشاخه‌مای دیگری از ریاضیات هم به کاررو د . هپلبرت» 
برای نشان دادن اين امکان نظریة اثبات؛ فکر به کار بردن روشهایآترا 
دریکی از بزرگترین مساله‌های کنة نظریةُ مجموعه‌ها » پعنی فسرضیة 
متصله طرح کرد. 

فرضيةٌ متصله 
گفتگو بر سراین مساله است: درمجموعة عددهای طبیعی » وقتی 
برحسب مقادیرشان منظم شده باشد نظم کاملی حکومت می‌کند. برای 
هرعددء عدد دیگری وجود دارد که بلافاصله بعداز آن قرارگرفته است: 
بعد از ۲ عدد ۳ وبعداز ۰۱۲ عدد۱۳ می‌آید. درمجموعه عددها یکسری 
وضع دیگری حاکم است. بین هر دو کس هرقدر هم که به‌یکدیگر نزديك 
باشندء بازهم کسرهای دیگری پیدا می‌شود. وقتی که بامجموعةعددهای 
حقیقی‌سر و کارداشته‌باشیم» این‌پدیده» به‌وضع روشنتری‌به‌چشم‌می‌خورد: 
این عددها» روی حط عددی به‌صورت پیوسته قرار گرفته‌اند ودقیقاً هر 
کدام به‌دیگری چسبیده است. به همین مناسبت است که قوت عددهای 
حقیقی راء قوت منصله نامیده‌اند (بعنی حر کتعا.دهای‌حقیقی؛ يكحرکت 
پپوسته است). 

در زمینة قونهای نامعناهیء که به وسیلهٌ کانتود مطرح شد » این 
پرسش پیش می‌آید: آبا برای هرقوتی قوت بلافاصله بعد از آن‌وجود 
دارد؟ پساسخ مثبت است. ازاین دیدگاه قسوتبای نامتناهی هم»حرکتی 
مثل‌عددهای طبیعی دارند. کمترین قوت‌نامتناهی»مربوطبه قوت‌مجموعة 


عددهای‌طبیعی است. به‌اين پرسش» باید پاسخ داد: کدام قوت پلافاصله 


عمل‌خا لص ازخودا ننقاد م یکند آ ۵ 


بعداز این‌قوت قراردارد؟ مامی‌دانیم کدقوت متصله» یعتی قوت‌مجموعةً 
عددهای حقیقی» بیشتر از قوت مجموعه عددهای‌طبیعی‌است.باوجوداین 
باید روشن کرد که آیا اين دوقوت دقمقاً پشت سرهم قرار گرفته‌اند » 
یا اینکه‌پین آنباءقوت‌دیگری هم‌وجود دارد.دربار*این مساأله»بررسیهای 
خپلی زیبادی انجام گرفته است. کم کم» میان ریاضیدانان این فرض 
مورد قبول قرار گرفت که قوت متصله؛ بلافاصله بعد از قوت عددهای 
طبیعی قرار گرفته است. همین فرض؛ مساله‌ای را تشکیل می‌دهد که ما 
آنرا «فرضیه متصله» نامیدیم» آنهایی که به درستی آن اطمینان‌بیشتری 
دارئد آنرا «قضیهٌ متصله: هم گفته‌اند» باوجود این ثامدتما نتوانستند 
این مساله راحل‌کنند. 

بعدهاء گودل باتکیه برانديشة هیلبرت وبا استفاده ازروشهای‌نظریة 
"اثبات» ثابت کرد که قبول درستی قرضي متصله؛ منجربه هیچ تناقضی 
در نظريهٌ مجموعه‌ها» نمی‌شود. بنابراین» اعم از اينکه فرضیذ متصله ‏ 
به‌دیگر اصل موضوعای نظریهُ مجموعه‌ها مربوط باشد یا نباشد» در هر 
حالت؛ ماحق داریم از آن دراثبانهای خود استفاده کنیم» زیرا ما رابه 
هیچ تناقضی‌نمی‌رساند. دراینجا» روش اثبات؛ به‌روش اثبات بی‌تناقضی 
هندسهة هذلولی شباعت دارد. گودل » مدل‌نظرية مجموعه‌ها را ساخت. در 
این مدلءهم ازاصل موضوعهای نظربه‌مجموعه‌هاء وهم از فرضیذمتصلد» 
استفاده شد است. ۱ 

می‌بینیم که هیلپرت کاملا" حق داشت به کسانی که نسبت بدنظریة 
اثبات تر دید داشتند؛ بگوبد: «به ثمره‌ای که خواهد داد همة شماگردن 
خواهید گذاشت ». 


ضمیمه‌ای دربارة ب رکشت به‌نامتناهی 


۳۳۲ تاه 


به‌این ترتیب» بی تناقضی دانش عددهای طبیعی» مسلم وخال 
ناپذیر است. از همین روش بااندله تفاوتی» می‌توان‌برای اثبات بسی 
تناقضی دیگر مجموعه‌های عددی هم : استفاده کر د. مجموع عددهای‌مثیت 
ومئفی؛ مجموعه عددهای کسری وبه‌طور کلی مجموعد عددهای گویا. 
تنهاء این باقی می‌ماندکه مجموعةّ عددهای حقیقی را هم بررسی کنیم. 
ولی» دراینجاء با دشواریهای تازه‌ای روبرو می‌شویم. 

ما؛عددهای‌گنگ را با تقریب بدست میآوریم و کوشش می‌کنیم 
با قرار دادن این عدد درفاصله‌هایی که مرتباً تنگتر وتنگتر می‌شود » به 
تقربب بمتری برسیم. به‌این ترئیب» در اینجا دیگر به جای حساب : با 
آنالیزسر و کارداريم. دراینجا هميشه‌بايك‌حرکت ورو ندنامتناهی‌پرخورد 
می‌کنیم وبنابراین؛ عنصرهای خحظرنالك به‌صورت تازه‌ای پدیدارمی‌شوند. 

اسل موضوعی کردن آفالیز 


وقتی که در این کتاب» برای نخستین بار ؛ با اپن پرسشها روبرو 
شدیم: مدتی فکر کردیم کهچگونه می‌توانیم پیان آنالیز راء که شامل 
عنصرهای عطرنالك و غیرعادی است» دقیقثر بدهيم بیانی که موجودیت 
آنالیز: به آن‌بستگی دارد. این‌بیان حاکی است: «تصور مانشان می‌دهد 
ضمن‌تشکیل رشته نامتنامی‌حدها» وقتی که هر کدام از این حدها درداعل 
حدهای قبلی‌قرار گرفته است باید چیزی وجود داشته باشدء به‌نجوی که 
قسمت مشترك آنها؛ به‌سست آن متقارب باشد». 

ولی» به‌چه‌ترتییی می‌توان تصور مربوط به‌این روند نامتناهی‌را 
نشان داد؟ آیا فراموش کرده‌ايم که نمی‌شود آنچه راکه از دنیای‌متناهی 
بدست آورده‌ايم » درمورد نمودهای تامتناهی بسه کاربرد؟ می‌توان مثال 


عقل‌خا لص ازخود ] نتقاد می‌کند ۴۳ 


تازه‌ای پیدا کرد که ما را به‌طور جدی بدفکر وادارد. 

لازم نیست کسی ریاضیدان باشد نا به این نکته توجه کند که 
کوتاهترین فاصلهبین دو نقطه» حط راست است. کسی که بخواهد ازتبران 
به‌مشبد پروازکند» اگرراه راست را انتخاب کند خیلی زودتربه مقصد 


مشود 


اصفهان ۰ سس تور ان 


می‌رسد تا مثلا" از راه اصفهان دور بزند. 
از اینجامی‌توان‌به‌این نتیجه رسید که مجموع طولم‌ای‌دوضلع‌مثلث 

از طول ضلع سوم آن بزرگتر است. 

وحالا علی‌رغم‌همة اینها «ثابت‌می کنیم» که درمثلث قاثم‌الزاویه: 
مجمو ع دوضلع مجاور به زاویة قائمه » برابر است با وتر. روشن است 
که این يك نعیجة احمقانه‌ایست؛ پاوجود این ما با استفاده از تصوری 
که دربارة روند نامتنامی داریم. به چنین نتیجه‌ای خواهیم رسید. 

روی و ترمثلث قاثم الزاویه پاره‌عطمایی موازی‌ضلعپای‌مجاوربه 
زاوی قائمه» وبهشکل پلکان» رسم می‌کنیم: 


روشن است که مجموع دوپاره خط قانم برابر با ضلم‌قانم» ومجمو ع دو 
پاره خط افقی؛ براپر با ضلم اققی است. بنابراین؛ طول تمام خط شکسته 


423 بازی يا بینها یت 


پلکانی؛ برابر با مجموع طولهای دوضلع مجاور یه زاوبة قائمه‌می‌شود. 
اگر خط شکسته را پا چهار پله رسم کنیم: باز هم به همین نتیجه 


می‌رسیم : 


دوباره»مجمو عپارهعطمهای‌افقی» طو لی برآبر ضلع افقی‌مجاور به زاو یقائمه 
ومجموع پاره‌عطهای قائم» طولی برابر طول ضلع قائم مجاور بهزاوة 
قائمه می‌دهند. اگر هربار تعداد پله‌ها را زیاد کنیم : 


به‌نظر می‌رسد که‌همیشه مجموع طول‌پارخطهای پلکان برابر بامجموع 
طولهای دوضلع‌مجاوربه‌زاویهةقائمه می‌شود. ازطرف دیگر» خط پلکانی» 
مرئباً به و تر مثلث نزديك می‌شود و و الام » به ما تلقین می‌کنده که 
اگر تعداد پله‌ها به سمت بینهایت میل‌کند پلکان روی؛ وتر می‌عوابد . 
واز اینجا نتیجه می‌شود که‌طول وتر با مجموع طولمهای دو ضلع مجاور 
به‌زاویة قائمه؛ برابراست. 


حالا می‌توانيم در این باره بیندیشیم که آیاحق‌داريم از تصور 


عقل‌خا لص ازخود | نتقادمی کند ۳۲۵ 


الپامی خود برای بررسیهای بینهایت: استفاده کنیم. 

وسخن برسر بودن پا نبودن آنالیزاست. آیا آنرا » پدون هیچ 
مینایی قبول کنیم تنها به‌این خاطر که مي‌خواهیم باور کنیم. آیاهیچ 
نلاشی برای نجات آن به كمك روشهای نظری؛ اثبات نکنیم» و آیاقبول 
این حکی منجر به تداقض نمی‌شود؟ 

به‌اين ترئیب در دستگاه اصلمها ی آنالیز » عنصر های‌نامتناهی‌تاژه‌ای 
پیدا می‌شود. اگرماباقبول آنها موافقت‌کنیم» دستگاه چنان وسیم می- 
شود که درآن می‌توان روشهای مورد استفادة هنتسی» حتی نمونه‌های 
پیچیده‌تری از استقراء بینمهایت را به کار برد. در اینجاست که دوباره 
صدای قضیه گودل به روشنی شنیده می‌شود که بی‌تناقضی دستگاه را 
نمی‌توان به كمك روشپایی که‌در بررسی خود دستگاه بدست می‌آید : 
"ثابت کرد. بنابراین؛ هیچ امیدی به‌این‌موضوع نمی‌توان‌داشت که‌روشهای 
قدیمی برای اثبات بی تناقضی آنالیز » کافی باشد. برای رسیدن به این 
مقصوده باید روشهای تازه‌اي» که‌طبعاً پپچیده‌تر هم هستند؛ پیدا کرد. و 


اين» میدانی است که درزمان ما» برای تحقیق وجستجو بازاست. 


۲. آنچه که از ریاضبات بر نمی آید 


اثبات بی‌تناقضی حساب.علاوه بر چیزهای دیگر» نارسایی اصل 
موضوعی کردن را هم نشان داد. روش استقراء نامعنامی راء که‌دراین 
اثبات مورد استفادة مابود. می‌شود به‌زبان عددهای طبیعی تنظیم کرد.و 
آثرا هم به نوی خودمی‌توان به‌صورت‌تصوری«متناهی» درنظر گرفت. با 
وجود این » اين روش در بیرون از مرزهای دستگاه اصل مسوضوعهای 


۴۳۲۶ بازی با پینها یت 


مربوط به‌دانش عددهای طبیعی» قرار دارد. 

ایین وضع ؛ به‌میچوجه‌تصادفی نیست . هبچ دستگاهی از اصل 
موضوعها: قادر ئیست هم آنچه راکه می‌خواهد؛ دربربگیرد. هميشه ‏ 
چیزهایی وجرددارد که می‌لنزد و از درون اين دستگاه در می‌رود : از 
طرف دیگر؛چیزهایی هم و جوددارد که بدون دعوت‌باءبه‌این دستگاه‌وارد 
می‌شود. دستگاه اصل» وضوعها» به خیلی‌چیزها متوسل می‌شودوبنابراین» 
طبیعی است که‌چیزهابی را هم از دست بدهد. 

این مطلب را که‌دستگاه اصل موضوعبا : به خیلی چیزها دست 
می‌اندازد» به‌وسیلة سکولم » ریاضیدان نروژی» ثابت شد . 

وقتی که‌می‌خواهيم» تنپا بادستگاه اصل موضوعمهای رشتهٌ طبیعی 
عددها وردیف عادیآنها؛ سرو کار داشته باشیم اجبارأتنلیمهای‌دیگری 
هي که پیچیده‌تراز این دنبالهٌ عددی است؛ دردستگاه اصل موضوعها » 
وارد می‌شرد وبه هیچوجه نمی‌توان آنبا را؛ از تنظیم «طبیعیبنخستین 
جدا کرد. 

هروقت که می‌تعواهیم خودرا به‌دستگاه اصل موضوعهای‌مشخصی 
محدو دکنيم» که مثلا" مربوط به‌مجموعة عددهای حقیقی باشد» هميشه ء 
مجموعهةٌ ناخواندة‌دیگری‌هم پیدامی‌شو دکه باشرطبای همةاصل‌موضوعا؛ 

مالهها وحکنهايی که حلآنهاء به کيك وسیله‌های مشخس, ممکن تیست 

این موضوع که دستگاه اصل موضوعا» هميشه باید چیزی رااز 
دست بدهد» با کشف‌نامتنظرة گودل» روشن شد. معلوم شد که درهردستگاه 
اصل موضوعی مربوط به‌حساب عددهای طبیعی : مساله‌هایی وجوددارد 


عقل‌خا لس ازخود انتقاد میکند ۳۳۷ 


که قابل حل نیستند. 
معنای این سخن چیست؟ 
در ریاضیات مساله‌های قدیمی بسیاری وجوددارد» که به طور 
جزئی یاکلی تا کنون حل نشده است. بابعضی از این مساله‌ها» دراین 
کتاب آشنا شده‌ايم » مثل مساله وجود مجموعةٌ نامتناهی زوج عددهای 
اول همسایه (مثلا" ۱۱و۱۳ یا ۲٩‏ و ۳۱یا ۱۰۱ و۱۰۳) مسالهدیگری 
که تا آخر حل نشده است؛ فرضی گلدباخ است. به‌این تساویماء‌توجه 


کنید: 


۳۲و ۴۶۲۷4۲ 
و ۵ ۱۰۳ رو ۳1 عم 


اين فکر پیش می‌آید؛ که هر عدد زوج راء به استشنای ۲ » می‌توان به 


۳۳۸ بازی با بینهایت 


به‌صوت مجموع دوعدد اول. وگاهی به‌چند طربق» نوشت, در مورد هر 
عددزوج مشحص. این حکم درست ازآب درمی‌آید. باوجود این » حکم 
کلی این فرضیه که : هرعدد دلخواه زوج را می‌تران به مجموع دو عدد 
اول تبدیل کرد ندثابت شده است ونه رد. 

یکی دیگراز مساله‌های مشپور وحل نشده؛ فرضیه خما است (که 
آنرا «قضیة بزرگ فرما» هم می‌گویند). می‌دانیم که 

۱ "۵ ۲ ۱۶ و ۳۲۰۲۶۲ 

لاو لش 
مونه‌های بسیار دیگری هم از عددهای درست سه‌گانه وجوددارد » به 
نحوی که مجموع مجذورهای دوتا از آنها » با مجذور عدد سوم برابر 
باشد. 

خرما» ریاضیدان فرانسوی» ضمن مطالعة کتابی» درحاشية آن‌نوشت 
کدثابت کرده است این‌حکم برای توانهای بالاتراز ۰۷ صادق نیست 
ولی‌برای نوشتن روش اثبات‌خود. دراین حاشیه جاندارد. به‌این‌ترتیبء 
فرما» این حکم را بیان مي کند که نمی‌تسوان سه عدد درست و2 را 
طوری پیداکرد که در این تساوی صدق کنند: 

2 ۵ شیر یا 2۴ رزسل آیز یا 2 بت اروسله اور 

مدتپاست که‌فرها در گذشتهاست. بسیاری ازریاضیدانان کوشیده‌اند 
تا روش اثبات او را پیدا کنند؛ ولی» هیچکدام از آنما؛ توفیقی بدست 
نیاورده‌آند. این‌عدم توفیق در پیداکردن اثباتی که ظاهرا دراخقبار فرما 


بوده‌است» بسیاری از ریاضیدانان را مجذوب این مساله کرد» اگرچه 


عقل‌خا لس از خود | نتقاد می کند ۳۳۹ 


خحود مساله: خیلی سم وجالب‌توجه‌نیست. حتی دريك وصیتنامه؛ مبلغ 
گرافی. به‌عنوان جایزه برای‌کسی که بتواند این مساله را حل‌کنده معین 
شده است. خیلی خوب می‌توان مجسم کرد که وجود يك جایزة بزرگ ۰ 
تاچه حدحتی‌مردم‌ناشی راءبرای‌حل‌این مساله‌تحريك می‌کرد. خوشبختانه 
امروز این کشش ازبین رفته است» زیرا بعد از پیش آمسدن چند بحران 
جپانی؛ وصیتنامه» به کلی ارزش خود را ازدست داده است. 

با وجود همه اینها؛ مسا فرها؛برای ریاضیات پدیدة ثمربخشی 
بود. برای حل این مساله ؛ عنصرهای ایده‌آلی تازه‌ای را وارد ریاضیات 
کردند رآنبا را ایدمآلیا نام گذاشتند. که بعدها برای پیشرفت‌مهمترین 
شاخه‌همای جبر؛ بسیار سودمند افتاد. ولی » حتی به‌یاری آنهاهم تنها 
توانستند درستی فرضية ثرما رابرای نماهای جداگانه: ویا گروههایی از 
ثماها؛ ثابت کنند. وحالت کلی آن؛ همچنان حل‌نشده‌باقی ماند.احتمال 
دارد که فرما اشتباه کرده باشد ؛ گمان می‌رود که او تنبا برای بعضی 
حالتبای خاص؛ اثبات را پیدا کرده است. 

درریاضیات» مساله‌هایی هم وجود دارد که اگر بخواهیم از 
روشمهای معینی استفاده کنیم؛ قابل حل‌نیستند. ایشها؛ از جملهُ مساله‌های 
حل شده هستند؛ منتهی به مفمبوم منفی آن» بعنی ثابت شده‌است که‌ننها 
با این روشبا » حل نمی‌شوند. 

آزاین‌نوع مساله‌ها؛ مثلا" می‌توان ازتربیم دایره وج لکلی‌معادلة 
درجه پنجم نام برد . مسألةً تثلیث زاویه ر یعنی قسیم زاوبه» بسه سه 
قسمت برایر) و تضعیف مکعب هم؛ مربوط به همین مقوله‌اند. ثایت شده 
است که این مساله‌ها را نمی‌ثوان» تنما با به کار گرفتن پر گاروشخط کش» 


۳۳۰ ۱ بازی با بینهایت 


حل‌کرد. به كمك پرگار وخط کش» می‌توان زاویه را به‌دوقسمت برابر» 
تیم کرد» ولی» به سه قسمت برابر نمی توان. 

تضعیف (دوبرابر کردن) مکعب را می‌توآن حالت فضایی دویرایر 
کردن مساحت استخر مسربعی دانست. روی صفحه می‌توانيم بهکمكث 
پرگاروخط کش»ضلع‌مربعی راکه مساحتش دوبرایرمساحت مربح‌مفروض 
است بسازیم؛ ولی در فضاء؛ نمی‌توانیم باهمین وسیله‌ها » ضلع مکعبی 
را بسازیم کمحجم آن دو برابر حجم مکعب مفروض باشد. به‌اين مساله» 
«مسالة دیلوی» هم می‌گویند: 


بنابرافسانه‌ای؛ خداپان‌ازمردم جزیره دیلوی خواستند تامحرابی 
را که به‌شکل مکعب‌بود؛ دوپرابر کنند. ولی» تمام تلاش اهالی » پرای 
اجرای‌دستور؛ بیپودبود ,آنوقت» افلاطون مردم‌غمزدة دیلوی راتسکین 
داد و گفت: روشن است که قصد خدایان از این فرمان ؛ تنا این بوده 


عقل‌خا لص ازخود آعقاد میکند ۳۳۹ 


است که دیلوسیپا را به هندسه؛ علاقمند سازند. 

با وجود این» در فضی گودل؛ نه گفتگو از مساله‌هایی است که 
حل نمی‌شوند ونه ازمساله‌هایی که به مغهوم منفی حل شده‌اند. در آنجا؛ 
صحبت برسرساله‌هایی است که با استفاده از دستگاه اصل موضوعی + 
قابل حل نیستند. 

دراینجاء طرحی‌تقریبی ومقدماتی ا زآنچه که موردنظر, گودل است؛ 
می‌دهیم . 

فرض می‌کنیم که دستگاه اصل موضوعی کاملی دربارة دانش 
مربوط به عددهای طبیعی» پرای حساب» در اختیار ما باشد. در اصل 
موضوعها» همدٌ آنچه که برای این شاخه لازم است» وجوددارد و حتی 
به این نکته هم توجه شده است که در دستگاه اصل موضوعها» هیچگونه 
تناقضی وجود ندارد. ضمناً فوض م یکنیم که‌این دستگاه را به زبان‌منطق 
علامعی وشته باشیم» یعنی هم گزاره‌هایی که دردستگاه وجودداردبه 
صورت دنباله‌ای از علامتا؛ در آمده باشد. / 

هر کدام از اين دنبالة علامتبا را می‌توانیم باعددی معتاظر کنیم» 
همانطو رکه به‌موقع خود؛ هرنقطه از صفحه راء بايك زوج عدد» متناظر 
کردیم. این کار راء به این ترتیب می‌توان انجام داد: 

تعدادعلامتمهای ریاضی ومنطتی محدود است؛» آنها را با نخستین 
عددهای اول» متتاظرمی کنیم (واحد راهم:عدد اول بهحساب‌م ی آوریم.) 
حالا: مثلا" فرض کنید که علامت ۱ را برای عدد ۱ انتخاب کنیم «لازم 
نیست کهبرای عددهای دیگر» علامتی در نظربگیريم زیرا» عدد ۲ رامی 


توان به‌صورت ۱4-۱ عدد ۳ را به‌صورت ۱4-۱4-۱ وغیره نوشت). 


۳۳۲ بازی با بیتها یت 


علامت و حه؛ را متناظربا عدد ۲؛ علامت ۰1 به معنای «نه» را متناظر 
باعدد ۳+ علامت «-(+» را متناظر با ۵ بگیریم وغیره ( انتخاب توالی 
عددهاء هیچ نقشی ندارد). فرض کنیم که آخرین علامت» متناظر باعدد 
۸ باشد. آنوقت عددهای اولی راکه از ۱٩‏ شرو ع می‌شود » با حرفهای 
۷ متناظرمی کنیم که برای‌گزاره‌های دستگاه‌ما: مقادیری‌مجمهولند 
فرض کنبد پر با عدد 4۱٩‏ با عدد ۲۳ وغیره متناظر باشد. به این 


ترتیب» این واژه‌نامه رابدست می‌آوریم : 


۶5 ۹ 
۷ ۳ 


از اینجا بلافاصله می‌توان فهمید کدرابطلة 

<< ۱ 
متناظر با سه عدد زیر می‌شود: 

۱:۱ 

من می‌خواهم ازاین سه‌عدد. يك عدد بدست آورم. روشن اس تکه 

این کار را به‌سادگی وبه طربقه‌های متفاوت. می‌توان انجام داد . اگر » 
مثلاگ این سه عدد را جمع کنم به‌عدد۴ می‌رسم. ولی ‏ از اين عدد ۰۴ 
چگونه می‌توان به عددهای نخستین رسید؟ از این عدد مطلقاً نمی‌توان 
نمی دکه ا زکدام عددها؛ و به چه طریقی وبا چه ردیقی بدست آمده است 
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عددرامی‌توان مثلااب‌صورت ۱4-۳ يا ۱۳-۱ 4-۲ ۱4۱4-۲۱:۸۲ 
يا ۲1-۱-۰۱ توشت‌و 4-۱ ۱4-۲ تنبا یکی از حالتهای ممکن آنست. 
ولی» من می‌خواهم عددی را بدست آورم که ازروی‌آن بتوانم بلافاصله 
عددهای تشکیل دهنده آترا تشخیص دهم . واین؛ موضوعی عملی است. 
مثلا" می‌توانیم ابتداسه عدد اول درنظر بگیریم روبه خصوص عدد اول» 
ثه هرعدد دلخواه): 
۵ ۲۱۳ 
وسه عدد مورد نظر شود 
:۱ 
رابه‌عنوان نماهای آنها در نظربگیریم . سه عددی را که با اين توانما 
انتخاب کرده‌ايم ؛ پشت سرهم می‌نويسيم وعمل ضرب رادر بارة آنبا 
انجام می‌دهیم بدست میآید: ‌ 
4۰ 6( ۰ ۱ ۳۲ ۱۰ ار ۳۲ ۲۲ 
به اين ترئیب» رابطه ۱-۱ متناظر با عدد ٩٩‏ می‌شود. 
از روی این عدد. به سادگی می‌توان دستور یا رابطةٌ مشناظ رآنرا 
پیدا کرد. کافی است. این عدد را بدضرب عاملم‌ای اول ی 
ترتیب صعودی بنویسیم : 


۵ > ۳ 26 2۳۳ ۲ ع ۱۵ > 2۲ ۲ عد ۴۵ > ۲ < ٩۰‏ 


نماهاء دوباره عددهایی اول هستند 
۱۰۱۸ ۱ 
که با مراجع به واژه نامه متتاظر می‌شود باعلامتمای 


۱۳۴ بازی با بینهایت 
تست 989 0994090 لد ورب سر تست سح سس 


اد حد و۱ 
وبه این ترتیب: ازعدد ۰۹۰ بدون اشتباه به رابطهٌ متناظر آن‌می‌رسیم : 
۱ ۱ 

به همین ترتیب هرگزارة دستگاهء باعددی متناظر می‌شود. باهمین‌روش 
می‌توان. هر اثباتی را هم متثاظر با عددی کرد. از نظر صوری . اثبات 
چیزی جز دنباله‌ای از گزاره‌ها نیست (که در آن ؛ هرگزاره نتییجه‌ای از 
گراره قبلی است).ولی ما ؛هر گزاره را متناظریاعددیکرده‌ايم. بنابراین 
مثلا" اثباتی که ازسه‌گزاره درست شده است: متناظر باسه عدد می‌شود. 
بیان‌این سه عددرا هم. کاملاّمثل سابق؛ می‌توانیم به يك عددمنج رکنیم» 
که از آن درهر لحظه‌ای که بخواهیممی‌توان با تجزيه به عاملهای اول. 
به اجزاء نخضسئین: دست‌پافت . 

حالاء فرض می‌کنیم که عدد بسیار بزرگ وترسناکی رو به روی 
ما باشدکه متناظر باگزاره‌ای است. وسپس » فرض می‌کنیم که ما دارای 
حوصله‌ای خدایی‌باشیم که به‌ما امکان دهد این عدد را به عاملبهای اول 
خود نجزیه کنیم ودر نتیجه بدست آوریم: 


۹ 
و دووهووهووه ووووووووو ۲ 


پلافاصله دیده می‌شود که این‌نماها: عددهایی اول نیستند. از اینجامعلوم 
می‌شو دکه‌عدد ما . معناظر بايك گزارة جداگانه نیست. بلکه معناظربايك 
اثبات است. اثبات طوری‌است که در آن‌از گزاره‌های دو گانه‌ای که‌متناظر 
باعددهای‌مربوط به‌نماهاست. استفاده شده است) بعثی عددهای 


و هه هه وه وه هو و وه و٩‏ 


اگر این عددها راء به‌عاملهای اول خود تجزیه کنیم» می‌توانیم 
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گزاره‌های‌متناظر آنها را پیدا کنیم. نخستین عدد: که شامل نوزده صفر 
است» چنین می‌شود: 
رک رک 6 ۱ 
که اگر آنرا برحمب مقادیر پایه‌ها؛ مرتب کنیم می‌شود: 
8 ۳ 7 
ونماهاء از سه عدد تشکیل شده است: 
۱۹۰۳۰۹ 
باتجزية عدد دوم به عاملهای اول : بدست می‌آید: 
۵ ۹۰-۲۰۳۲ 
وبه این ثرتیب» این عدد هم شامل سه عدد است: 
۱ ۲ ۱ 
یه‌سراغ واژه نامه می‌رویم: 
٩‏ ...۰ ۲ ۷4.... )؛ از آنجا می‌توان‌فم‌مید که سه‌عددنخضست» 
یعتی ۱٩۹۱۲:۱۹٩‏ متتاظر با اين رابطه‌است: 


222 
ای ۲ عد؛ ودر تتسجهء سه عدد دوم» یعنی ۱ ۲ ۱۰ 
متناطر است با رابطة 
اک 


به اين ترتیب.تمامی اثباتی که متناظر با این عدد «حیرت‌انگیز» 
است. چنین است. 
اگر برای هر »ز داشته باشیم: 
کر بر 
در آنصورت» خواهیم داشت : 
اه ۷۱ 
اين» يك استدلال بسیار کوچك وناچیز بود ؛ ولی متناظر با يك 


۳۳۶ یادن 


عدد نجومی شد؛ ومی‌توانید پیش خودتصور کنید کداگر با استدلالمای 
جدیتری سرو کارداشته باشیم باچگونه عدد عظیمی مواجه خواهیم شد. 
ولی؛ برای ما این مطلب آهمیت دارد که هرحالت متناظر بايك عدد است 
وبا شروع آزاین عدد؛ می‌توان اثبات را کشف کرد «دست کم » از لحاظ 
نظری» زیرا درعمل نمی‌توان ا زآن استفاده کرد). 

به این ترتیب» دستورها و اثباتها را می‌توان به صورت عددهای 
طبیعی نوشت. ولی» از اين راه» چه چیزی عاید مامی‌شود؟ 

فوق رپاضیات » دستگاه را از بیرون مورد بررسی قرار می‌دهد؛ 
قضیه‌های آن. آنچه راکه به ساختمان رابطه‌ها و اثباتها مربوط می‌شود. 
باروش خاص خود؛ بیان می‌کند. این قضیه‌ها را؛می‌توان به کمك‌واژت 
نامه‌ای که دردست‌داریم.به عددهای‌طبیعی؛ وسپس‌تجزیةآنها به‌عاملهای 
اول؛ تبدیل کرد. نمونه‌ای را بررسی می‌کنیم. 

فوق‌ریاضیات.ضمن مطالعرابطه‌هایی کهبه کمك‌علامتهای ذستگاه 
نوشته شده‌انده ممکن است به این نتیجه برسد که با رابطه‌های 

(۱عو)آ و اس 
باید بااحتیاط رفتار کرد. زیرا وجود یکی از آنپا» به‌معتای نفی‌دیگری 
است. ما قبلا" دیدیم که رابطً 
۱ [ 
متناظر است باءعدد 
۰ ا۵. ۳۲. ۲۱ 

به واژه‌نامه مراجعه می‌کنیم (ما در اینجاءپرانتزها را درنظرنگرفته‌ایم» 
ولی؛ در واقع: پرانتزهم يك‌علامت است و باید آنرا متناظر با يك عدد 
درنظر گرفت) می‌بینيم که 
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ا ۲اه ۰۳...] وبخایراین‌رابطهُ (۱ عد 11 متناظر 
با این چهار عددمی‌شود: 
۱۸ ۱۳۶ 
که درنتیجه - باتوجه به اينکه چهار عدد اول نخستین ۲ ۰ ۳ ۵و۷ 
هستند - این عدد پیدا می‌شود: 
۷ "۵ ۳ ۲ 
این عدد را محاسبه می‌کنيم: 
۰۷۱۳۰۰۵ ۰۵۲ ۰۳۱ ۲۳ 
اگر دو عدد را با هم مقایسه کنیم : 
٩۰-۲۱ ۳۲ ۵‏ 
۲ ۵ ۰۳۱ ۲۳ ۴۲۰۰ 
معلوم می‌شود که این قضیه فوق ریاضیات راء که می‌گوید: «هر کداماز 
رابطه‌های 
(۱-)1 یا ۱۱ 
دیگری‌را نقی می‌کند» می‌توان به‌وسیله اين گزاره بیان‌کرد: «عددهای 
۰ و ۴۷۹5 دارای این خاصیت‌اند که تجزية عدد دوم به عاملمهای‌اول 
با "۲ آغاز می‌شود؛ آنوقت نماهای عددهای اول بعدی» به‌ترتیب برابر 
است با نماهای تجزیة عدد آول؛ بعنی ٩۰‏ به عاملهای اول». 
درجملةٌ اغیر» ردپایی از فوق ریاضیات؛ وجودندارد ؛ اين يك 
بیان خالص حسایی است. ولی» دستگاه مورد بررسی برای همین منظور 
بود که درآن» بیان حسابی را تنظیم کند. وبه همین مناسبت ‏ این بیان 
حسابی راء می‌توانل به کمك‌علامتهای دستگاه مورد بررسی‌ما » و بدون 
استفاده ازواژه‌ما» نوشت. درأینصورت. به يك‌دنبالة عادی علامتهاتبدیل 


۳۴۳۸ باری با بيتهایت 


می‌شودو کسی متوجه معنای دو گانةآن نخواهد شد. باوجود این؛دارای 
دومعنی است. در آن» دومتن‌متفاوت را می‌توان خواند . اول»متن‌حسابی 
که به‌عفیوم ابتدایی علامتباء در هررابِطةُ دستگاه دیده می‌شود . دوم» 
متن بیان فوق ریاض ی که درزبر پوششی از بیان حسابی قرار گرفته‌است. 

درست درمورد دو گانگی دنبالهٌ علامتبا وعددهای متناظر باآنها 
بودکه گودل به عدد هشت میلیارد برخورد کرد (در وأقع؛ مامی‌دانیم که 
این عدد از عاملهای اول تشکیل شده است وبرای محاسبه باچنین‌عددی 
زندگی آدمی‌کفایت نمی کند)؛ و گودل کشت کرد که این عدد » دارای 
خاصیت زیراست: اگر مثل حالشبای قبل » به كمك علامتبای دستگاه » 
حکم ریاضی زیر را بنویسیم : 
« دا بطه‌ای داکه عتناظر باعدد هشت میلیادد باشده نمی‌کوان دددستگاه قابت‌کرد4» 
وبه دنبال این برویم که بااستفاده ازواژة نام خودء چه عددی متناظر 
با این حکم است» با کمال تعجب کشف می‌کنیم که این عدد همان‌هشت 
میلیارد است! به این ترتیب» «رابطه‌ای که متناظر باعدد هشت‌میلیارد 
است»» خود همین رابطه مربوط به حکم بالاست» که در واقع به‌معنای 
اینست که: دمن خودم را نمی‌توانم ثایت کتم» 

متوجه هستید که‌این تنها بازی باواژةها نیست . ما با رابطه‌ای 
سرو کار داریم که هیچ تفاوتی با رابطه‌های دیگر ندارد. 

ولی؛ هیچ تعجبی نداردکه این رابطه » درستگاه غیر قایل حل 
باشد. اگربپذیریم که عددوهشت میلیارد» متناظراست باحکم: «رابطه‌ای 
که متناظر باهشت میلیارد باشد» نمی‌توان در دستگاه ثابت کرده» دچار 
تنافض‌می‌شویم»زیر اخوداین رابطه از قابل اثبات‌نبودن» صحیت‌میکند. 


واگر آنرا ردکنیم؛چنین ردی درعین حال تأیید درستی این گزاره 
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ریاضی‌است کدمی گوید: رابطه‌رانمی‌شود ثابت کرد. وبنابراین»ردرابطده 
درعین حال به معنای درستی آنست. 

به این ثرتیب» این رابطه راء نه می‌توان ثابت کرد ونه می‌توانا 
ردکرد. این رابطه غیرقابل حل است. 

مساله‌هایی که قابل حل یستند 

من دوباره تاکید می‌کنم که اگر به واژه‌نامه مراجمه نشودء این 
دثبالة علامتپا نمی‌توانند چیزی را نشان بدمند. چنین دنباله‌ای به‌طور 
عادی» گزارة معصومي است دربارة جمع و ضرب . گودل ثایت کرد که 
وجود مساله‌های غیرقابل حل» در محتوی هردستگاهی وجود دارد.مثلا 
مسالة گلدبا خ (که قبلا" از آن یادکردیم) از اینگونه است. وبنابراین؛ 
چه بسا که نتوانند آترا حل کنند. ممکن است که اگرء با امکاناتی که 
داریم برای نزديك شدن‌به این قرضیه » دستگاه صوری اصل موضوعبا 
راتشکیل دهیم » بیان صوری فرضیهة‌گلد باخ به‌صورت رابطه‌ای در آید 
که به زبان واژه ناممابگوید: «من‌نمی‌توانم درداخل دستگاه» حل شوع» 
دربارة همه مساله‌هایی هم که تا به آمروز حل نشده‌اند » به همین ترتیب 
می‌توان داوری کرد. ممکن است اعتراض شود که هم اینپا ناشی از 
ثارسایی دستگاههای اصل موضوعی است. شاید اگر خود را محدودیه 
دستگاه اصل موضوعی خاصی نکنیم. بتوان مساله‌هایی راکه گودلءخط 
قرمز روی آنها کشیده است» حلکرد. ولی؛ درواقع؛ اینطور نیست. 
آلونژرچرج» مساله‌ای را تنظیم کرده است که نمی‌توان آنرا با هیچکدام 
از امکانات رياضی که امروز دردست داریم؛ حل‌کرد؛ و ایسن قابل حل 
نبودن» مطلقاً به ایین مربوط نیست که قضاوت خودرا در چارچوب 
دستگاههای اصل موضوعی» محدود کنیم ویا برپایهة دیگری قراردهیم . 


۳۳۰ بازی با بینها یت 


متاسقانه, ناچاریم که دراینجاء نقطه پایان را بگذاريم. ما دیگر 
به مرزهای انديِشة ریاضی معاصر رسیده‌ایم. زمان ما » زمان بیداری و 
پیشرفت ۲ گاهیپاست؛ ودر اين میان» ریاضیات هم نقش خود را بازی 
می‌کند و خود به‌بررسی و کشت همه مرزهای‌توانایی خود پرداخته‌است. 

باوجوداین؛ آیاحق داریم بگوییم که ما به‌مرزهای پابان‌رسیده‌ايم 
وسدی عبور ناپذیر دربرابرمان قدیرافراشته است؟ تاریخ ریاضیات‌نشان 
ود است که‌هميشه راهی بهفر اسوی‌بن‌بست پیدا می‌شود. استدلال چرچ» 
در واقع؛ يك لحظلة تاریخی‌بسیار مهمی راء به وجود آورده است. چرچ 
تا کید می کند که او «از همفتواناییهای ریاضیاتی» که امروز دردسترس 
ماست»» گفتگومی کند. وتنها با این تاکید است که مي‌توان دربارة 
روشهای ریاضی امروز: صحبت کرد . وقتی کنه مشموم یا پدیده‌ای را 
تنظیم م ی کنیم: خودبه‌خود به معنای اینست که آنرا در تنگناپی قسوار 
داده‌ایم وبه‌نجوی محدود کرده‌ايم. وهرحصار ومانعی؛ایجاد زحمت‌می- 
کند. مساله‌های «غیرقابلحل؛هم دربرابر این حصارء نمی‌ایستندوسرانجام 


راهی به‌پیرون پیدا می‌ کنند. 


ی 

بدون تردید» پیشرفت آيندة ریاضیات دامن آنرا وسعت خواهد 
داد اگر چه دورنمای این پیشرفت. از دید امروزما؛ پنهان است. یسك 
چیز را باید یکبار برای‌هميشه بفپمیم : ریاضیات؛ پدیده‌ای ساکن وبسته 
نیست؛ ریاضیات» دانشی زنده و پرتحراه است که داثماً راه عود را به 
طرف‌جلومی گشاید. هروقت که خواستهاند ریاضیات‌را در درون محدودة 
پسته‌ای؛ محبوس کنند » دیر یازود توانسته است راهی به سوی آزادی 
بجوید و قابلیت زنده بودن عود را نشان دهد. 


۰ ديال 


خا نم دوزا بتر» د) نشمند مچار: دکتر در 
علومرپاضی, بر عامجا یره کردوت [۸ ۳6 برش 
کرخرت ( ۲سا ۱۸۰۴)» مرد سپاسی و ده لت 
مجار ار استا ددا ننگاه بردا پست» کنو نکا با 
رما 4های علمی ز پادی نوشته‌است. ار فعالاشه 
هر پرجوه آمدن رخط مهحی ازر پاضیات معاسر 
اقلر ب ۷ چهای بر گددی- خر کت کرد و «رسال 
+ :تین بردسی‌دفیق این‌موضوعراء علی 
با ۵ای فوشت که نخسنین‌مقا 4 از ان نوع» هر 
ار بع علم بو + 

برژا بت« همینه کار علمی راپا غما لیت. 
آموزشی همر اه گرده‌است. درا پتر: وجسز 
1 #ری هدر زمبنة کا بهایدرسی رپاشیات»ا لی 
دارد, همراه پا دیگر رپانیدانان پرر که 
جمهوری‌خلق‌مجار سدان. #اههاک ز پادل بر اق 
هدر کر دن ررخها ی آموزش رپاشي؛ فردرسه 
عای‌عجارسنان کر ده اس 

کاپ « پازی با پنهاچد ۰ نها پاد 
رب لاجبرختان در پارطا آدپله و روخهاکر پاضی 
تیت. بنکه تا 4ایاز دلاررک و اقعی دوذا پشر 
است . او این گفاب را در درران خو دگامگی 
#اقیتی نوشت و باسلاح دانش , 4 خاطر 
آپدهآلهای ان نی و 4 خاطر پروزی عفل 
ان ی میارزه ميگرد» 


